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RESUMO

Este trabalho propõe a aplicação do controle preditivo robusto baseado em modelo para sistemas

lineares discretos sujeitos a comutação mediante incertezas e distúrbios limitados em norma. O

controle proposto foi modelado via desigualdades matriciais lineares a partir da desigualdade de

Lyapunov e tem por objetivo minimizar o limite superior do índice de desempenho quadrático

a um horizonte de predição infinito. A estratégia de controleproposta pode ser implementada

nosdesigns onlineeofflinee nas configurações de realimentação de estados e saída, sendo esse

último associado a um estimador de estados. A fim de atestar a eficiência do modelo proposto,

é realizada uma comparação entre osdesignsimplementados por meio da análise gráfica da

resposta no tempo e de índices de desempenho não intrusivos.Baseado nos resultados, pode-se

afirmar que a aplicação do controle proposto foi bem sucedidaem ambos os modelos abordados

e que odesign offlinese mostrou mais promissor que oonlinepara as referidas aplicações.

Palavras-chave: Algoritmos Online e Offline. Controle Preditivo Robusto Baseado em Mo-

delo. Desigualdade de Lyapunov. Desigualdades MatriciaisLineares. Sistemas Chaveados.

Realimentação de estados. Realimentação de saída.



ABSTRACT

This work proposes the application of robust model predictive control for discrete linear systems

subject to switching under uncertainty and induced norm bounded disturbances. The proposed

control was modeled via linear matrix inequalities from Lyapunov inequality and aims to mi-

nimize the upper bound of the quadratic performance index toa horizon of infinite prediction.

The proposed control strategy can be implemented in the online and offline designs and in the

state feedback and output feedback configurations, the latter being associated with a state es-

timator. To demonstrate the effectiveness of the control strategy, a comparison between the

implemented designs is performed through the graphical analysis of the response in time and

non-intrusive performance indices. Based on the results, itcan be affirmed that the application

of the proposed control was successful in both models approached and that the offline design

proved to be more promising than the online for these applications.

Keywords: Online and Offline Algorithms. Robust Model Predictive Control. Lyapunov ine-

quality. Linear Matrix Inequalities. Switched Systems. Output Feedback. State Feedback.
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1 INTRODUÇÃO

Segundo Morari e Lee (1999), os primeiros artigos envolvendo controle preditivo só co-

meçaram a ser publicados no final da década de 1970. Os modelosiniciais de controle predi-

tivo aplicados a processos industriais foram oIdentification Command(IDCOM) e oDynamic

Matrix Control (DMC) propostos por Richaletet al. (1978) e Cutler e Ramaker (1979, 1980).

Os primeiros modelos de controlador preditivo generalizado (Generalized Predictive Control-

GPC) foram idealizados no fim da década de 1980, por Clarkeet al. (1987a, 1987b).

As primeiras propostas de controle preditivo robusto forampublicadas no início da década

de 1990 por Campo e Morari (1987, 1989), Zafiriou (1990) e Genceli e Nikolaou (1993), cujas

à ações de controle buscavam minimizar uma dada função objetivo e garantir a estabilidade

robusta do sistema. No entanto, alguns dos algoritmos propostos na época não proporcionavam

robustez ou eram computacionalmente inviáveis (QIN; BADGWELL, 2000).

Neste contexto, o controlador preditivo robusto baseado emmodelo (Model Predictive

Control - RMPC) via desigualdades matriciais lineares (Linear Matrix Inequalities- LMIs) foi

proposto por Kothareet al. (1996). Tal estratégia de controle consiste em determinar alei de

controle através da minimização do limite superior de um índice de desempenho quadrático

a cada instante de amostragem, processoonline, garantindo estabilidade e robustez de acordo

com os critérios de estabilidade de Lyapunov (BOYD; VANDENBERGHE, 2004).

Posteriormente, Wan e Kothare (2002, 2003) apresentaram uma formulaçãooffline do

RMPC-LMI, possibilitando que processos que exigiam um grandecusto computacional pudes-

sem ser controlados usando um conjunto de ganhos estáticos previamente armazenados em uma

tabela de ganhos denominada deLook-Up Table(LUT) (COSTA, 2017; REGO, 2019).

Nos anos seguintes, essas metodologias de controle adquiriram notoriedade no meio aca-

dêmico e industrial devido a sua praticidade na solução das LMIs por meio de métodos numéri-

cos já existentes na literatura, além de possibilitar a obtenção de leis de controle com garantias

de estabilidade (CAMACHO, 1999; FINDEISEN, 2007; CAMACHO; BORDONS, 2007).

A relevância das pesquisas abrangendo RMPC-LMI, tantoonlinequantooffline, tem sido

refletida no aumento do número de artigos científicos em todasas áreas da engenharia, publica-

dos no decorrer dos anos, como pode ser visto na Figura 1.

Construída a partir da base de dados daSciVerse Scopus, a Figura 1 apresenta a evolução

das publicações em revistas e congressos de artigos oriundos das pesquisas envolvendo controle

preditivo, entre os anos de 1995 e 2020. Observa-se que a partir dos anos de 1996 e 2003,
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Figura 1 – Artigos abrangendo controle preditivo entre os anos de 1995 e 2020.

destacados em vermelho, o número de publicações apresentouum aumento, coincidindo com

as proposta de Kothareet al. (1996) e Wan e Kothare (2002, 2003), respectivamente.

Dentre as pesquisas que abordam a metodologia de controle discutida, é possível citar

os trabalhos de Kǎcuret al. (2019) que aplicam o controle preditivo ao processo industrial de

decomposição do carvão mineral (Underground coal gasification- UCG); Wanget al. (2019b,

2019c) que simulam o controle via RMPC-LMI do amortecimento horizontal de trens trans-

portando cargas pesadas e Duet al. (2020) e Oravecet al. (2020) que simulam e implementam,

respectivamente, o controle preditivo baseado em modelo aplicado a reatores químicos.

Evidencia-se ainda, os trabalhos de Carvalhoet al. (2020) e Tianet al. (2019) que fa-

zem o controle de posição do pêndulo invertido por intermédio do RMPC via LMIs relaxadas,

Rego e Costa (2020) que aplicam o RMPC-LMI associado a um compensador Anti-Windup

com restrições para o controle do conversorBoostcom célula de comutação em três estados,

além da pesquisa desenvolvida por Pouret al. (2021), onde os autores avaliam a aplicação da

metodologia proposta por Kothareet al. (1996) ao controle de veículos autônomos.

Normalmente, o RMPC-LMI é aplicado a sistemas lentos como as reações químicas da

indústria petroquímica, por exemplo, embora também possa ser empregado no controle de plan-

tas com dinâmicas distintas, como sistemas mecânicos e elétricos. Tal versatilidade permite a

modelagem de controladores em função de vários tipos de incertezas, além de ser facilmente

associado a outras metodologias de controle, possibilitando a síntese de inúmeros modelos hí-

bridos, dentre os quais se destacam as abordagens Fuzzy e Chaveada.
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No âmbito do RMPC Fuzzy é possível citar os trabalhos de Babayomi et al. (2021), onde

os autores propõem um RMPC adaptativo mediante a adoção de umasérie de filtros baseados

em logica Fuzzy. Em Zahafet al. (2016) e Wanget al. (2019a), os autores realizam a síntese

do RMPC a partir da desigualdade de Lyapunov com abordagem Takagi-Sugeno Fuzzy. Por

fim, em Donget al. (2020) e Moreiraet al. (2020) é proposta uma metodologia de controle por

realimentação de saída via RMPC Fuzzy baseado na abordagem deWan e Kothare (2002).

No contexto dos modelos híbridos RMPC Chaveado, é possível citar as pesquisas de-

senvolvidas por Hall e Bridgeman (2021) e Marcolinoet al. (2020). No primeiro, os autores

desenvolvem um estudo a cerca de comutações randômicas e exógenas no âmbito do controle

preditivo chaveado e, no segundo, são explorados a aplicação do RMPC-LMI em conjunto com

um ação de chaveamento entre duas ou mais leis de controle projetadas mediante processos

linearizados em função de incertezas estruturadas.

Evidencia-se os trabalhos de Monasterios e Trodden (2021),Liu et al.(2020) e Kianiet al.

(2020). No primeiro trabalho, são discutidos, a viabilidade da implementação do controle pre-

ditivo descentralizado a sistemas lineares com comutação.No segundo artigo, é proposto uma

abordagem preditiva comutada para o acionamento de motoressíncronos com ímã permanente,

garantindo uma frequência de chaveamento fixa enquanto preserva a dinâmica do controle pre-

ditivo e, na terceira pesquisa, os autores propõem a aplicação do RMPC Chaveado ao controle

de geradores em aplicações de energia eólica.

Ainda no âmbito do controle preditivo baseado em modelo aplicados a sistemas lineares

sujeitos a comutação, é possível citar os trabalhos de Barzegarkhooet al.(2021) e Sleimanet al.

(2021). No primeiro artigo, os autores implementam uma técnica de controle preditivo associ-

ado a operação de chaveamento entre diferentes topologia decontrole. No segundo trabalho, os

autores propõem a aplicação de uma metodologia de RMPC chaveado na disposiçãoonlineao

controle de velocidade e posição de robôs.

Por fim, destacam-se as pesquisas de Nabais e Lemos (2020) e Khanet al. (2020). No

primeiro, é proposta a síntese de um controlador adaptativobaseado em múltiplos subsistemas

lineares, onde as leis de controle locais incorporam um algoritmo de predição, enquanto a ação

de controle global é determinada por uma regra de chaveamento que depende do sinal de saída

e, no segundo, é aplicado um RMPC-LMI comutado a uma nova topologia de inversor trifásico

de sete níveis com fonte única para aplicações fotovoltaicaconectadas à rede.
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Motivado pelas diferentes abordagens de controle preditivo chaveado supracitados, neste

trabalho é proposto a síntese de um controlador preditivo robusto baseado em modelo para

sistemas lineares discretos sujeitos a comutação. Neste contexto, este controlador será aqui

denominado (Switched Robust Model Predictive Control- SR-MPC).

A metodologia proposta é uma extensão das estrategias de controle de Kothareet al.

(1996) e Wan e Kothare (2002, 2003) e da regra de comutação definida por Geromel e Colaneri

(2006a, 2006b). Ambos os autores aplicam LMIs e seus artifícios matemáticos para resolver os

respectivos problemas de modelagem e otimização.

Atuando em conjunto com uma regra de comutação, o controle proposto busca a mini-

mização do limite superior do índice de desempenho quadrático a um horizonte de predição

infinito (Infinite Horizon- IH). A estratégia de controle proposta pode ser implementada nos

designs onlinee offline e nas configurações de realimentação de estados e saída, sendo esse

último associado a um estimador de estados.
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2 OBJETIVOS

Este trabalho tem o objetivo estudar e propor a síntese de controladores preditivos robus-

tos baseados em modelo para sistemas lineares discretos sujeitos a comutação.

2.1 Objetivo Geral

A partir das pesquisas realizadas por Kothareet al. (1996), Wan e Kothare (2002, 2003),

Geromel e Colaneri (2006a, 2006b), Benallouchet al. (2014) e Esfahani e Pieper (2019) esta

dissertação tem por objetivo à síntese de controladores preditivos robustos baseados em modelo

para sistemas lineares discretos sujeitos a comutação e a pertubação exógena via realimentação

de estados e saída nosdesigns onlineeoffline.

2.2 Objetivos Específicos

• A síntese de controladores, por realimentação de estados esaída, preditivos robustos ba-

seados em modelo com abordagem chaveada a partir das pesquisas desenvolvidas por

Kothareet al. (1996) e Wan e Kothare (2002, 2003);

• Propor o projeto de um observador de estados para sistemas lineares sujeitos a comutação;

• Formular dois métodos interativos,onlinee offline. Ambos os algoritmos devem seguir

os princípios das elipsoides de estabilidade invariantes para sistemas chaveados a partir

dos conceitos de estabilidade segundo Lyapunov;

• Desenvolver uma análise de estabilidade e robustez do controle usando elipsoides de esta-

bilidade com ênfase nodesign offline, bem como uma análise de estabilidade de entrada

e saída do conjuntoControlador-Observador;

• Avaliar o desempenho dos controladores propostos mediante: Pertubação exógena; Incer-

tezas fracionarias; Comutação entre subsistemas e da ação decontrole. A metodologia de

avaliação será realizada por meio de índices de desempenho não intrusivos.

Ademais, vale ressaltar que em Benallouchet al. (2014) e Esfahani e Pieper (2019) a sín-

tese dos respectivos controladores consiste em determinarum ganho de realimentação de esta-

dos de formaoffline. Enquanto isso, o modelo proposto tem a vantagem de poder serimplemen-

tado nas disposiçõesonlineeofflinevia realimentação de estados ou saída.
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3 PESQUISA

O foco da pesquisa desenvolvida foi estudar e propor uma estrategia de controle predi-

tivo para sistemas lineares sujeitos a comutação. No entanto, os artigos submetidos e aprova-

dos abrangem outros assuntos como: Sistemas Elétricos de Potência e Meta-heurísticas Bio-

inspiradas. Neste contexto, nas seções seguintes são apresentadas a lista de artigos submetidos

a revistas e congressos, bem como a organização desta dissertação.

3.1 Publicações

Seguem abaixo os artigos científicos gerados no período de realização desta dissertação de

mestrado em engenharia elétrica, cuja linha de pesquisa foisistemas de controle e automação.

• CARVALHO, L.; COSTA, M. V. S.; LIMA, W. M.; FORTES, E. V. An off−line output fe-

edback RMPC−LPV applied to an inverted pendulum using relaxed LMI procedures. In:

Anais do Congresso Brasileiro de Automática 2020. [S.l.]: sbabra, 2020.(Publicado)

• CARVALHO, L.; REZENDE, J. C.; COSTA, M. V. S.; FORTES, E. V.; MACEDO, L. H.

Robust Model Predictive Control via LMIs Applied for Damping Low-Frequency Electro-

mechanical Oscillations in Power Systems. In:International Conference on Industry

Applications 2021. [S.l.]: Induscon, 2021.(Publicado)

• CARVALHO, L.; NETO, J. R. L.; REZENDE, J. C.; COSTA, M. V. S.; FORTES, E. V.;

MACEDO, L. H. Linear quadratic regulator design via metaheuristics applied to the dam-

pingof low−frequency oscillations in power systems.ISA Transactions: The Journal

of Automation, p. 20p, 2020.(Aceito para publicação)

• CARVALHO, L.; COSTA, M. V. S.; FORTES, E. V.; MACEDO, L. H. A Novel Approach

for Robust Model Predictive Control Applied to Switched Linear Systems Through State

and Output Feedback.Journal of the Franklin Institute , p. 12p, 2021.(Submetido)

• CARVALHO, L.; COSTA, M. V. S.; FORTES, E. V.; MACEDO, L. H. RobustModel

Predictive Control Applied To Switched Linear Systems With Structured Feedback

Uncertainty. Journal of Control, Automation and Electrical Systems (JCAE),

p. 26p, 2021. (Submetido)
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3.2 Organização

Diante do exposto, esta dissertação encontra-se organizada da seguinte forma:

• Capítulo 1: O tema a ser tratado foi introduzido citando trabalhos conduzidos por dife-

rentes pesquisadores ao redor do mundo nos últimos anos, a fimde salientar a relevância

da referida linha de pesquisa no meio acadêmico.

• Capítulo 2: Foram apresentados os objetivos geral e específicos que motivaram e direci-

onaram a realização desta pesquisa.

• Capítulo 3: Lista os artigos científicos desenvolvidos no decorrer darealização do refe-

rido trabalho e a organização desta dissertação.

• Capítulo 4: Apresenta e discute os conceitos fundamentais necessários para o desenvol-

vimento da referente pesquisa, especificamente no que diz respeito aos conceitos e defi-

nições matemáticas de desigualdades matriciais lineares,formulação e relaxação destas,

estabilidade de Lyapunov, dentre outros.

• Capítulo 5: Apresenta a descrição dos sistemas dinâmicos sujeitos a comutação, desta-

cando algumas das suas propriedades e características.

• Capítulo 6: Aborda a teoria do controlador preditivo robusto baseadoem modelo via de-

sigualdades matriciais lineares nas topologias de realimentação de estados e saída, como

apresentado por Kothareet al. (1996) e Wan e Kothare (2002, 2003).

• Capítulo 7: Propõe a síntese do controlador preditivo robusto baseado em modelo para

sistemas lineares discretos sujeitos a comutação.

• Capítulo 8: Discute os resultados das simulações numéricas implementadas para atestar

a eficiência das técnicas propostas neste trabalho.

• Capítulo 9: Apresenta as considerações finais a respeito dos resultados do estudo e as

perspectivas para trabalhos futuros.
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4 DESIGUALDADES MATRICIAIS LINEARES

Neste capitulo serão introduzidos conceitos essenciais e definições matemáticas de desi-

gualdades matriciais lineares, bem como os artifícios matemáticos,softwarese solversindis-

pensáveis para a solução destas. Além disso, são apresentados os conceitos sobre estabilidade

de Lyapunov, formulação e relaxação de LMIs.

4.1 Introdução as LMIs

As desigualdades matriciais lineares são abordagens matemáticas amplamente emprega-

das na teoria de controle, podendo ser aplicadas na identificação, síntese e controle de sistemas

Gahinetet al. (1994). O interesse por essas técnicas de modelagem se deve,especialmente, ao

fato de que várias restrições e especificações de projeto poderem ser dados na forma de LMIs.

Problemas expressos por LMIs podem ser resolvidos de forma eficiente a partir dos algo-

ritmos já existentes na literatura. Além disso, são vários os problemas que possuem múltiplas

restrições, que necessitam da análises de soluções na formamatricial, sendo que em muitos ca-

sos estas equações se mostram tratáveis quando expressos naforma de LMIs (COSTA, 2012).

Os primeiros estudos a respeito de LMIs datam do inicio da década de 1890, quando

Alexander Lyapunov, matemático russo, publicou um trabalho que trazia a proposta de análise

e condições de estabilidade para sistemas de controle. O segundo marco na história ocorreu

durante a década de 1940, quando estas foram aplicadas, de forma manual, na obtenção das

soluções de problemas de controle real (WANG; BOYD, 2011; BOYDet al., 1994).

No final da década de 1960, constatou-se que a Equação Algébrica de Riccati (Algebric

Riccat Equation- ARE) pode ser expressa na forma de LMIs, facilitando a solução de problemas

que as envolvem, como o Regulador Linear Quadrático (Linear Quadratic Regulator- LQR),

por exemplo (OGATA, 2011; DORF; BISHOP, 1998b).

No entanto, foi apenas na década de 1980, com a criação e aperfeiçoamento dos algorit-

mos de otimização convexa, que o uso das LMIs na área de controle se intensificou. Desde

então muitos dos métodos usuais da teoria de controle e sistemas, estão sendo modelados e

reformulados como LMIs (AGUIRRE, 2007).

Diante das vantagens que a aplicação de metodologias de modelagem e controle envol-

vendo LMIs proporcionam para a área de controle, as seções a seguir tratam do embasamento

teórico, básico, necessário para a implementação destas, bem como deste trabalho.
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4.2 Definição Matemática

Segundo Boydet al. (1994), LMIs podem ser formalmente descritas pela definição4.2.1

e expressa matematicamente tanto pela equação (4.1) quantopela expressão (4.2), onde os parâ-

metros,xi ∈R
m eF i ∈R

n×n, são simétricos e semidefinidos positivos parai = 0, 1, 2, 3, . . . , m.

Definição 4.2.1Desigualdades Matriciais Lineares são combinações lineares de matrizes, si-

métricas com autovalores não negativos, cujas soluções numéricas podem ser obtidas pela

minimização de uma dada função objetivo.

F(x) = x1F1+x2F2+x3F3+ · · ·+xmFm ≥−F0 (4.1)

Ou ainda:

F(x) = F0+
m

∑
i=1

xiF i ≥ 0 (4.2)

Conforme Boydet al. (1994), LMIs são desigualdades afim que representam restrições

convexas, portanto existem soluções factíveis para estas,contida em um dado conjunto solução

convexo denotado por{x∈ R
m|F(x)≥ 0}, possibilitando o emprego de programação semide-

finida para a solução de problemas descritos por LMIs.

Em relação à factibilidade, o conjunto solução de um dado problema de controle for-

mulado a partir de LMIs é considerado factível se, e somente se, forem satisfeitas todas as

restrições impostas ao modelo (COSTA, 2012; BOYDet al., 1994). A Figura 2 exemplifica de

forma didática o conceito de factibilidade.

(a) - Solução não Factível (b) - Solução Factível

{x∈ R
m|F(x)≥ 0}

x1x1

x2x2

xmxm

.. ... .

Figura 2 – Factibilidade do conjunto solução de uma dada região convexa.

A Figura 2 - (a) mostra o conjunto solução de um dado problema de controle modelado

por LMIs, que apresenta elementos fora da área de restrição,sendo portanto infactível. Todavia,

na Figura 2 - (b) todos os elementos do conjunto solução encontram-se no interior da área

delimitada pelas restrições sendo por tanto factível (COSTA, 2012).
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4.3 Resolvendo LMIs - Solvers

Segundo Aguirre (2007), atualmente existe uma extensa família de algoritmos esolvers

voltados para a resolução de problemas envolvendo programação semidefinida e otimização

convexa. A maioria deles são de fácil acesso e de código livre, dentre os quais destacam-se

o LMILAB, LMITOOL, LMISol, SDPT3 e SeDuMi. Ambos compatíveiscom ossoftwares

MATLAB e GNU/OCTAVE, bem como plataformas que usam Fortran, Python, C e C++.

O LMILAB consiste em umaToolboxnativa doSoftwareMATLAB, desenvolvida por

Gahinetet al.(1994), fundamentado no método numérico proposto por Packard e Doyle (1993)

para a solução de LMIs, sendo atualmente um dossolversmais usados, por pesquisadores das

áreas que envolvem as mais diversas engenharia para a solução de problemas modelados via

desigualdades matriciais lineares (GAHINET; NEMIROVSKI,1997).

Embora escrito em Fortran e C, osolverSDPT3 também é nativo do MATLAB, desenvol-

vido por Tohet al.(1999) é empregado para solução de problemas de programaçãocônica, mas

pode ser uma opção viável para os demais algorítimos apresentados nesta subseção.

O LMITOOL se dedica a solução de problemas envolvendo programação semidefinida

baseado nos métodos desenvolvidos por Vandenberghe e Boyd (1996) e Wuet al. (1996), dis-

ponibilizado gratuitamente pelos autores noSoftwarelivre SCILAB.

O LMISol é umsoftwaregratuito voltado exclusivamente para a solução de LMI’s, desen-

volvidos pelos brasileiros Oliveira, Farias e Geromel em 1997 (AGUIRRE, 2007).

O SeDuMI consiste em um pacote de otimização desenvolvido por Sturm (1999) para

realizar a otimização de espaços cônicos simétricos. Sendocompatível com uma série de inter-

faces que permitem o uso deste, tais como: SeDumiInterface, YALMIP, LMI- Lab translatore

tklmitool (COSTAet al., 2017; COSTA, 2012; AGUIRRE, 2007).

Neste trabalho foram utilizados o SeDuMi e o YALMIP para a resolução das LMIs, sendo

ambos de código abertos que permitem a elaboração de códigosde forma rápida e eficaz, uma

vez que o YALMIP possibilita que problemas envolvendo programação convexa sejam repre-

sentados de maneira mais natural, tanto no MATLAB, quanto no GNU/OCTAVE, fazendo au-

tomaticamente a interface com o SeDuMi (LÖFBERG, 2012; LÖFBERG,2004).
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4.4 Complemento de Schur

Introduzido no meio acadêmico pela primeira vez por Haynsworth (1968), o termoCom-

plemento de Schuré uma homenagem a Issai Schur, matemático russo-alemão. Amplamente

empregado na solução de problemas que envolvem sistemas de equações diferenciais, sendo

uma alternativa a processos de conversão de desigualdades convexas e não lineares em desi-

gualdades matriciais lineares, como a Transformação de congruência e o Lema de Finsler, por

exemplo (BRIAT, 2015; RAMOS, 2013; AGUIRRE, 2007).

Este recurso matemático pode ser aplicado tanto em sistemasno domínio do tempo con-

tinuo como no tempo discreto (COSTAet al., 2017). Para tal, considere a matriz quadrada

simétricaN , particionada em quatro blocos matriciais como definida pela equação (4.3).

N =





A B

C D



 (4.3)

Sendo as submatrizesA,B, C eD quadradas e não singulares, ou seja,A
−1 6= 0,B−1 6= 0,

C
−1 6= 0 eD−1 6= 0 é possível aplicar ocomplemento de SchurdeN em relação aA, B, C e

D, como se segue nas equações (4.4)−(4.7), respectivamente (AGUIRRE, 2007).

(N /A) =D−CA
−1
B (4.4)

(N /B) = C−DB
−1
A (4.5)

(N /C) =B−AC
−1
D (4.6)

(N /D) = A−BD
−1
C (4.7)

Consequentemente, seN for simétrica (CT = B ou B
T = C) como pode ser melhor

observado na equação (4.8), ocomplemento de Schuré determinado como segue nas equações

(4.9) e (4.10) (BREZINSKI; ZAGLIA, 2003).

N = N
T =





N1 N
T
2

N2 N3



 (4.8)

(N /N1) =N3−N
T
2N

−1
1 N2 (4.9)

(N /N3) =N1−N2N
−1
3 N

T
2 (4.10)
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4.5 Estabilidade de Lyapunov

As metodologias de controle fundamentadas no critério de estabilidade de Lyapunov tem

dentre outros objetivos, determinar uma função de estado definida positiva, equação de Lyapu-

nov, cuja derivada no tempo é definida negativa (LEITE, 2012;AGUIRRE, 2007).

Para a definição da condição de estabilidade de Lyapunov considere um sistema linear

autônomo expresso pela equação (4.11). Ondex∈ R
n são os estados do sistema,A∈ R

nxn é a

matriz de estados e o operador△ [·] pode representar tantox(t) para o modelo continuo, quanto

x(k+1) para o modelo discreto (AGUIRRE, 2007; HIMMELBLAU; BISCHOFF, 1968).

△ [ẋ] = A△ [x] (4.11)

O sistema (4.11), encontra-se em equilíbrio quando△ [x] ≡ 0, ou seja, quando não exis-

tirem variações dos estados (COSTAet al., 2017; AGUIRRE, 2007; PERLMUTTER, 1972).

Logo, pode-se formular uma função quadrática positiva capaz de atender o critério de estabili-

dade de Lyapunov, conforme a definição 4.5.1.

Definição 4.5.1Critério de estabilidade de Lyapunov:

V (△ [x]) :=△ [x]T Q△ [x]> 0 (4.12)

A matriz de estabilidade denotada por Q= QT ≥ 0, onde Q∈ R
nxn. O sistema é dito

globalmente assintoticamente estável quandoV̇ (△ [x])< 0.

4.5.1 Estabilidade de Lyapunov - Caso Continuo

Considere o sistema linear invariante no tempo ˙x(t) = Ax(t). Segundo Costa (2012) e

Aguirre (2007), para determinar sua estabilidade medianteo critério de Lyapunov, aplica-se a

definição 4.5.1. Logo é possível formular (4.13) e consequentemente (4.14), como segue.

d
dt

(V (x(t))) =
d
dt

(

x(t)T Qx(t)
)

< 0 (4.13)

ẋ(t)T Qx(t)+x(t)T Qẋ(t)< 0 (4.14)

Substituindo ˙x(t) = Ax(t) em (4.14), formula-se (4.15).

(Ax(t))T Qx(t)+x(t)T Q(Ax(t))< 0 (4.15)
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Evidenciandox(t)T pela esquerda ex(t) pela direita em (4.15), tem-se a expressão (4.16).

x(t)T (ATQ+QA
)

x(t)< 0 (4.16)

Generalizando (4.16), expressa-se a desigualdade (4.17) (COSTA, 2012; CHEN, 1999).

ATQ+QA< 0 (4.17)

Portanto, dado um sistema linear autônomo em tempo continuo, ẋ(t) = Ax(t), a estabi-

lidade segundo o critério de Lyapunov é alcançada quando existe, uma matriz de estabilidade,

Q= QT ≥ 0, tal que (4.17) seja atendida∀ x 6= 0 e∀ t ≥ 0 (COSTA, 2012; AGUIRRE, 2007).

4.5.2 Estabilidade de Lyapunov - Caso Discreto

O procedimento adotado para determinar o critério de estabilidade segundo Lyapunov de

um dado sistemas linear e autônomo em tempo discreto,x(k+1) = Ax(k), é o mesmo seguido

na subseção anterior, para tal aplica-se a definição 4.5.1. Permitindo, dessa forma, formular a

desigualdade (4.18) e consequentemente (4.19).

d
dt

(V (x(k))) =
d
dt

(

x(k)T Qx(k)
)

< 0 (4.18)

V̇ (x(k)) =V (x(k+1))−V (x(k))< 0 (4.19)

Segundo Costa (2017) e Aguirre (2007) é possível reescrever (4.19) como (4.20).

x(k+1)T Qx(k+1)−x(k)T Qx(k)< 0 (4.20)

Substituindox(k+1) = Ax(k) em (4.20), formula-se (4.21).

(Ax(k))T Q(Ax(k))−x(k)T Qx(k)< 0 (4.21)

Evidenciandox(k)T ex(k) em (4.21), é possível escrever (4.22).

x(k)T (ATQA−Q
)

x(k)< 0 (4.22)

Assim como para o caso continuo, generalizando (4.22), expressa-se a desigualdade (4.23).

ATQA−Q< 0 (4.23)

Portanto, dado um sistema linear autônomo discreto,x(k+1) = Ax(k), a estabilidade

segundo o critério de Lyapunov é alcançada quando existe, uma matriz de estabilidade,Q =

QT ≥ 0, tal que (4.23) seja atendida∀ x 6= 0 e∀ k≥ 0 (COSTA, 2017; AGUIRRE, 2007).
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A condição de estabilidade de Lyapunov, para os modelos contínuo (ATQ+QA< 0)

e discreto (ATQA−Q < 0) são formas particulares de LMIs. Dessa forma, Lyapunov foi o

responsável por utilizar, pela primeira vez, desigualdades matriciais lineares para obtenção de

soluções analíticas de estabilidade em sistemas dinâmicos(BOYD et al., 1994).

4.6 Desigualdades Matriciais Lineares Relaxadas

Segundo Costa (2017), muitos dos projetos de controle modelados via LMIs apresentam

um alto nível de conservadorismos matemático. Pois, são amplamente empregados no controle

de processos complexos que demandam controles robustos e bem definidos mediante certas

restrições e modelos de incertezas (REGO, 2019).

Entretanto, quando o sistema é mal condicionado, tais LMIs conservadoras podem não

atender às condições de factibilidade do problema ou proporcionar a violação das restrições

LMIs durante o processo de otimização, produzindo soluçõesfactíveis, porém fora do espaço

convexo (REGO, 2019; COSTA, 2017; CUZZOLAet al., 2002).

Para solucionar o problema de infactibilidade induzidos pelo alto conservadorismo no

controle de sistemas mal condicionados via LMIs Cuzzolaet al. (2002) propôs uma técnica de

relaxação das restrições LMIs deixando-as mais flexíveis, se comparadas ao modelo tradicional,

possibilitando um aumento da região convexa e consequentemente da área de factibilidade do

modelo, como ilustrado na Figura 3 (REGO; COSTA, 2020; COSTAet al., 2017).

(a) - Solução não factível, antes da relaxação(b) - Solução factível, após a relaxação

x1x1

x2x2

xmxm

. . .
. . .

Figura 3 – Factibilidade de um dado conjunto solução relaxado.

A Figura 3 ilustra de forma didática o processo de relaxação de um dado problema de

otimização envolvendo LMIs. Na Figura 3 - (a) observa-se a presença de alguns elementos do

conjunto solução fora da região convexa (Conservadora - Azul), ou seja, uma solução infactível.

A Figura 3 - (b) mostra o mesmo conjunto solução, no entanto a região convexa foi estendida
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(Relaxada - Verde) pela metodologia de relaxação, passando aabrigar todos os elementos do

conjunto solução, tornando o modelo factível (REGO, 2019; COSTA, 2012).

A metodologia de relaxação proposta por Cuzzolaet al. (2002), consiste em admitir a

existência de uma matrizG, invertível, não simétrica, semidefinida positiva e de ordem compa-

tível com a matriz de estabilidade,Q=QT ≥ 0, do sistema que se deseja relaxar, sendo possível

expressar a inequação (4.24), que descreve a relação entresestas.

G> S=⇒ G−S> 0 (4.24)

SendoQ=S−1 > 0 eS=ST ≥ 0. Multiplicando a matriz de estabilidade à esquerda por(S−G)

e a direita por(S−G)T é possível escrever (4.25) e por inspeção (4.27).

(S−G)S−1(S−G)T > 0, (4.25)

S−GT −G+GS−1GT > 0, (4.26)

GS−1GT > G+GT −S (4.27)

A expressão (4.27), condição de relaxação, garante a linearidade e convergência do sis-

tema relaxado. Para exemplificar a metodologia desenvolvida por Cuzzolaet al. (2002), con-

sidere a condição de estabilidade de Lyapunov para um sistema discreto via realimentação de

estados expressa pela desigualdade (4.28).

ĀTQĀ−Q< 0 (4.28)

FazendoQ= S−1 ≥ 0 é possível reescrever (4.28) como (4.29).

ĀTS−1Ā−S−1 < 0 (4.29)

Rearranjando (4.29), multiplicando a esquerda porGT e a direita porG, formula-se (4.30).

GTS−1G−GTĀTS−1ĀG> 0 (4.30)

Aplicando ocomplemento de Schurna desigualdade (4.30) obtém-se (4.31).




GTS−1G ∗
ĀG S



> 0 (4.31)

Substituindo a condição de relaxação expressa em (4.27) e considerando o sistema rea-

limentadoĀ= A−BK paraK =YG−1, determina-se a condição de estabilidade de Lyapunov

relaxada em tempo discreto, expresso pela LMI (4.32).




G+GT −S ∗
AG+BY S



> 0 (4.32)
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5 SISTEMAS LINEARES SUJEITOS A COMUTAÇÃO

O estudo de sistemas dinâmicos sempre foi um tópico de grandeinteresse da literatura

cientifica dessa forma são muitas as abordagens de modelageme controle propostas ao longo

das últimas décadas. Recentemente, as metodologias de controle que mais tem se destacado

são aquelas envolvendo a comutação entre subsistemas lineares (LIN; ANTSAKLIS, 2009;

LIN; ANTSAKLIS, 2008). Tais metodologias consistem em linearizar os modelos matemáti-

cos dos sistemas para múltiplos pontos de operação de modo que a superposição destes, regidos

por eventos discretos, comutação entre os subsistemas, possa descrever a dinâmica do modelo

não linear (TEIXEIRAet al., 2003; TEIXEIRAet al., 2000).

O crescente interesse na comutação de subsistemas justifica-se pela sua alta aplicabilidade

nas mais distintas áreas do conhecimento, como pode ser verificado, desde os artigos publicados

por Kunzleret al. (2021) e Egidioet al. (2020) na área de eletrônica de potência, aos trabalhos

de Dai e Sznaier (2018) e Sznaier (2021) no âmbito da ciência da computação até as pesquisas

desenvolvidas na área da medicina por Vargaset al. (2010) e Colmegnaet al. (2021).

Segundo Deaecto e Geromel (2018), ao formular uma dada estratégia de controle para

sistemas lineares sujeitos a comutação é necessário uma meticulosa análise matemática durante

a modelagem, uma vez que, mesmo que todos os subsistemas que compõem o sistema global

sejam estáveis, o modelo pode divergir quando submetido a uma regra de comutação, qualquer.

Bem como, uma comutação adequada entre subsistemas instáveis pode conduzir o modelo glo-

bal a estabilidade assintótica (DAIHA, 2020; EGIDIO; DEAECTO, 2019).

Portanto, verifica-se que durante a comutação, o modelo global pode atuar como o subsis-

tema ao qual foi comutado ou exibir um comportamento inéditonão característico de nenhum

dos subsistemas que o compõe (DAIHA, 2020; DAIHA; DEAECTO, 2019).

A ação de comutação pode atuar de duas formas distintas, comopertubação exógena

dependente do tempo ou chaveamento de controle dependente dos estados ou saída. Esta última

pode ser projetada juntamente com a lei de controle com o intuito de estabilizar o sistema

mediante a minimização de determinado índice de desempenho(DAIHA; DEAECTO, 2019).

Neste contexto, vale destacar as pesquisas de Geromel e Colaneri (2006a, 2006b), onde

fundamentados na desigualdade de Lyapunov–Metzler, os autores buscam determinar as con-

dições de estabilidade assintótica global para sistemas lineares, contínuos e discretos, sujeito a

comutação (DAIHA; DEAECTO, 2019; DEAECTO; GEROMEL, 2008; DEAECTO, 2007).
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5.1 Desigualdade de Lyapunov–Metzler

Inicialmente, considere um sistema linear autônomo, continuo ou discreto, sujeito a co-

mutação, como definido pela equação (5.1).

△ [ẋ] = Aσ (·)△ [x] , x(0) = x0. (5.1)

Na expressão (5.1),△ [x] ∈ R
n são os estados do sistema,x0 ∈ R

n é a condição inicial,

σ (·) é a regra de comutação que a cada instante de tempo seleciona uma das matrizes de estado

Aσ (·) ∈ R
n×n, dentre aquelas pertencentes ao conjunto{A1, A2, A3, . . . , AN}.

Conforme Geromel e Colaneri (2006a, 2006b), a estabilidade assintótica do sistema (5.1)

pode ser obtida ao considerar a seguinte função de Lyapunov quadrática por partes.

V (x) := min
i=1, 2, ..., N

xTQix= min
ψ ∈ Ψ

(

N

∑
i=1

ψix
TQix

)

, i = 1, 2, 3, . . . , N. (5.2)

SendoQi correspondente as matrizes de estabilidade dosN subsistemas disponíveis para chave-

amento e os escalaresψi contidos no conjunto convexo definidos por (5.3).

Ψ :=

{

ψ ∈ R
N :

N

∑
i=1

ψi = 1, ψi ≥ 0

}

(5.3)

Entretanto, perceba que (5.2) não é diferenciável para todo△ [x] ∈ R
n, como pode ser

verificada em detalhes em Deaecto e Geromel (2018). Com o intuito de contornar tal problema

Geromel e Colaneri (2006a, 2006b) consideram a existência deuma classe de matrizes deno-

minadas de matrizes de Metzler, denotadas porM e definidas em (5.4), cujos elementos da

diagonal principal são não-positivos para formular os Teoremas 5.1.1 e 5.1.2.

M :=











π ji ≥ 0, i 6= j
N

∑
i=1

π ji = 0, ∀ i, j
(5.4)

Teorema 5.1.1 (Geromel e Colaneri (2006a))Suponha que exista um conjunto de matrizes si-

métricas semidefinidas positivas Qσ (x(t)) = {Q1, Q2, Q3, . . . , QN} e uma matrizΠ ∈ M que

satisfazem a desigualdade de Lyapunov-Metzler

AT
i Qi +QiAi +

N

∑
j=1

π ji Q j < 0, i, j = 1, 2, 3, . . . , N. (5.5)
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Então a regra de comutação

σ (x(t)) = arg min
σ (x(t))=1, ..., N

x(t)TQσ (x(t))x(t) (5.6)

Pode levar o sistemȧx(t) = Aσ (x(t))x(t) a um ponto de equilíbrio globalmente assintoti-

camente estável.

Prova do Teorema 5.1.1Ver Geromel e Colaneri (2006a). �

Teorema 5.1.2 (Geromel e Colaneri (2006b))Suponha que exista um conjunto de matrizes si-

métricas semidefinidas positivas Qσ (x(k)) = {Q1, Q2, Q3, . . . , QN} e uma matrizΠ ∈ M que

satisfazem a desigualdade de Lyapunov-Metzler

AT
i

(

N

∑
j=1

π ji Q j

)

Ai −Qi < 0, i, j = 1, 2, 3, . . . , N. (5.7)

Então a regra de comutação

σ (x(k)) = arg min
σ (x(k))=1, ..., N

x(k)TQσ (x(k))x(k) (5.8)

Pode levar o sistema x(k+1) = Aσ (x(k))x(k) a um ponto de equilíbrio globalmente assin-

toticamente estável.

Prova do Teorema 5.1.2Ver Geromel e Colaneri (2006b). �

Os Teoremas 5.1.1 e 5.1.2 introduzem as desigualdades de Lyapunov–Metzler para os

casos continuo e discreto, respectivamente. Além de definiras regras de chaveamentos, equa-

ções (5.6) e (5.8), que em conjunto com a respectiva desigualdade de Lyapunov–Metzler podem

conduzir um dado sistema chaveado a estabilidade global assintótica.

No entanto, as desigualdades (5.5) e (5.7) possuem naturezanão-convexa ocasionada pelo

produto de variáveis
(

π ji Q j
)

. Desta forma, não é possível empregar solvers baseado em progra-

mação semidefinida (LMILAB, SDP3 ou SeDuMi, por exemplo) paraa solução de problema

que as envolvem (DEAECTO; GEROMEL, 2008; DEAECTO; GEROMEL, 2018).

Para solucionar esse problema Geromel e Colaneri (2006a, 2006b), adotam uma postura

mais conservadora ao considerar uma subclasse das matrizesde Metzler, onde os elementos da
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diagonal principal são iguais, i. e.,πii = η onde(1−η)−1
N

∑
j 6=i=1

π ji = 1 e, portanto, formular

os Corolários 5.1.1 e 5.1.2.

Corolário 5.1.1 (Geromel e Colaneri (2006a))Suponha que existe um conjunto de matrizes

simétricas semidefinidas positivas Qσ (x(t)) = {Q1, Q2, Q3, . . . , QN} e um escalar positivoη

que satisfazem a desigualdade de Lyapunov-Metzler modificada

AT
i Qi +QiAi +η

(

Q j −Qi
)

< 0, i 6= j = 1, 2, 3, . . . , N. (5.9)

Então a regra de comutação

σ (x(t)) = arg min
σ (x(t))=1, ..., N

x(t)TQσ (x(t))x(t) (5.10)

Pode levar o sistemȧx(t) = Aσ (x(t))x(t) a um ponto de equilíbrio globalmente assintoti-

camente estável.

Prova do Corolário 5.1.1 Ver Geromel e Colaneri (2006a). �

Corolário 5.1.2 (Geromel e Colaneri (2006b))Suponha que existe um conjunto de matrizes

simétricas semidefinidas positivas Qσ (x(k)) = {Q1, Q2, Q3, . . . , QN} e um escalar positivoη

que satisfazem a desigualdade de Lyapunov-Metzler modificada

AT
i

(

ηQi +(1−η)Q j
)

Ai −Qi < 0, i 6= j = 1, 2, 3, . . . , N. (5.11)

Então a regra de comutação

σ (x(k)) = arg min
σ (x(k))=1, ..., N

x(k)TQσ (x(k))x(k) (5.12)

Pode levar o sistema x(k+1) = Aσ (x(k))x(k) a um ponto de equilíbrio globalmente assin-

toticamente estável.

Prova do Corolário 5.1.2 Ver Geromel e Colaneri (2006b). �

Vale salientar, que em ambos os corolários,η é um escalar positivo definido, determinado

por uma busca unidimensional ou fixado pelo projetista.
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6 CONTROLE PREDITIVO BASEADO EM MODELO

Desde sua proposição por Kothareet al. (1996), o RMPC têm sido explorado nas mais

diversas aplicações, sendo a principal diferença entre elas a descrição das incertezas, sob a qual

a planta ou processo, alvo do controle, encontra-se submetido.

Segundo Camacho e Bordons (2007), a representação adequada das incertezas é funda-

mental para qualquer projeto de controle. Certamente, caso amodelagem de incertezas não

represente de forma adequada a dinâmica da planta o controlador não atenderá aos critérios de

projeto. Entretanto, quanto mais complexo for a representação das incertezas maior será a de-

manda computacional exigida na execução do algoritmo, podendo tornar o problema intratável

computacionalmente (CAMACHO, 1995; CAMACHO, 1999).

Os modelos de incertezas mais explorados no meio acadêmico são aqueles cuja represen-

tação da dinâmica do sistema é dada por um conjunto de modelosdiferentes ou por um modelo

nominal sujeito a ação de ruídos e pertubações, como será discutido nas seções seguintes.

6.1 Modelo de Incertezas Politópicas

Conforme Boydet al. (1994), a definição 6.1.1 é capaz de descrever formalmente o con-

ceito de politopo, sendo este ilustrado de forma didática pela Figura 4.

Definição 6.1.1Um politopo é uma casca convexa composta por um conjunto finito de vértices,

onde todos os seus elementos podem ser caracterizados pela combinação convexa destes.

V1

V2

V3

V4

V5

P1

P2

Figura 4 – Exemplo de Região Politópica.

Na Figura 4, observa-se um conjunto politópicoΩ = Co {V1 , V2, V3, . . . , V5}, com cinco

vértices onde qualquer pontoP pertencente ao conjunto pode ser escrivo como uma combinação

convexa dos vértices que o compõem (COSTA, 2012; AGUIRRE, 2007).
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Conforme Kothareet al. (1996), ao caracterizar um conjunto de modelos lineares cor-

respondentes a diferentes condições de operação para um sistema não linear discreto, pode-se

aproxima-lo a um sistema linear variante no tempo (Linear Time Varying- LTV) modelado no

espaço de estados por incertezas politópicas, como segue naexpressão (6.1).

x(k+1) = A(k)x(k)+B(k)u(k)

y(k) = C(k)x(k)+D(k)u(k)
(6.1)

Onde as matrizes do sistema (6.1), no espaço de estados, compõem um conjunto de incer-

tezas politópicas, ou seja[A(k) B(k) C(k) D(k)] ∈ Ω, definido em (6.2).

Ω = Co

{

[A1 B1 C1 D1] , [A2 B2 C2 D2] , . . . , [AN BN CN DN]
}

(6.2)

Na expressão (6.2),N é o número de vértices do politopo, podendo ser determinados, ao

tomar os extremos das incertezas do sistema. Perceba, que seN for igual a um o sistema (6.1)

passa a descrever um sistema linear invariante no tempo (Linear Time Invariant - LTI).

6.2 Modelo de Incertezas Fracionárias

Segundo Kothareet al. (1996), o modelo de incertezas mais abordado em pesquisas en-

volvendo controle robusto consiste em um sistema LTI sujeito a incertezas ou perturbações

ponderadas por uma realimentação, como ilustrado pela Figura 5 e expresso por (6.3).

∆ =











∆1 0 · · · 0

0 ∆2
...

...
...

...
. . . 0

0 · · · 0 ∆r











x(k+1) = Ax(k)+Bu(k)
y(k) =Cx(k)+Du(k)

p=











p1

p2
...
pr











u(k)

q=











q1

q2
...

qr











y(k)

Figura 5 – Modelo de Incertezas Fracionárias.
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x(k+1) = Ax(k)+Bu(k)+Pp(k)

y(k) =Cx(k)+Du(k)

q(k) = Ex(k)+Fu(k)

p(k) = ∆q(k)

(6.3)

Sendo os elementos de∆ limitados em norma, ou seja,||∆i (k) ||2≡ σ̄ (∆i (k))≤ 1,∀ k ≥ 0,

i = 1, 2, 3, . . . , r. Desta forma, a relação entrep(k) ∈ R
p e q(k) ∈ R

q pode ser expressa con-

forme (6.4) (PACKARD; DOYLE, 1993; COCKBURN, 1998).
k

∑
j=0

pi ( j)T pi ( j)≤
k

∑
j=0

qi ( j)T qi ( j) (6.4)

Portanto, a partir da metodologia proposta em Kothareet al.(1996) é possível determinar

o conjunto de incertezas estruturadas do modelo estudado, de acordo com a expressão (6.5).

Ω ∈ {[A+P∆E B+P∆F ] , σ̄ (∆i(k))≤ 1} (6.5)

6.3 Realimentação de estados via IH-RMPC LMI

O RMPC via LMIs refere-se ao problema de otimização apresentado por (6.6), sendo sua

formulação baseada na minimização do índice de desempenhoJM (k), expresso por (6.7). Tal

estrategia de controle pode ser projetado a um horizonte de predição finito (Receding Horizon-

RH) ou infinito (Infinity Horizon– IH) (KOTHARE et al., 1996).

min
u(k+i|k), ∀ i≥0, k≥0

max
Ω

JM (k) (6.6)

JM(k) =
M

∑
i=0

[

x(k+ i|k)T Qcx(k+ i|k)+u(k+ i|k)T Rcu(k+ i|k)
]

(6.7)

No índice de desempenho (6.7),M é o horizonte de predição, que como discutido anterior-

mente, este trabalho adotouM = ∞, logo podemos denotar (6.7) porJ∞(k). Os termosx(k+ i|k)
e u(k+ i|k) são, respectivamente, os estados e o sinal de controle no instante(k+ i) preditos a

partir do momento(k). As matrizesQc eRc são ponderações para os estados e ação de controle,

respectivamente, adotadas como sendo simétrica semidefinida positiva, possibilitando, assim,

que o processo de minimização possua um único mínimo global (PREUSS, 2016).

Restrições dos sinais de entrada e saída, também podem ser incorporadas ao problema de

otimização, permitindo que o projetista considere as faixas de operação de sensores e atuado-

res utilizados para implementação de um dado modelo em bancada, tornando o controle mais
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eficiente (BOYDet al., 1994). Para incorporar restrições de entrada e saída ao controle, consi-

dere que a norma euclidiana dos respectivos sinais sejam menores ou iguais ao máximo sinal

permitido, como segue nas equações (6.8) e (6.9).

||ur(k+ i|k)|| ≤ uxu, max, i ≥ 0, xu = 1, 2, 3, . . . , m. (6.8)

||yr(k+ i|k)|| ≤ yzy, max, i ≥ 0, zy = 1, 2, 3, . . . , n. (6.9)

Conforme Kothareet al. (1996), ao tomar o critério de estabilidade de Lyapunov parasis-

temas em tempo discreto no espaço de estados, sujeito a incertezas politópicas ou fracionárias,

é possível determinar o ganho de realimentação de estados, que minimiza o limite superior do

índice de desempenho a um horizonte de predição infinitoJ∞(k), a cada instante de tempok se

existe solução para o respectivo problema de otimização, expresso nos Teoremas 6.3.1 e 6.3.2.

Teorema 6.3.1 (Kothareet al. (1996)) Suponha um sistema modelado no espaço de estados,

sujeito a um conjunto de incertezas politópicas, como expresso por(6.10).

x(k+1) = A(k)x(k)+B(k)u(k)

y(k) = Cx(k)

[A(k) B(k)] ∈ Ω

(6.10)

O ganho de realimentação de estados K=YS−1 para lei de controle u(k+ i|k) = Kx(k+ i|k),
∀i ≥ 0, pode ser determinado se existem S= ST ≥ 0, Y≥ 0, X ≥ 0 e Z≥ 0 tal que o processo de

otimização(6.11)−(6.14)seja factível para Xxu ≤ u2
xu, max, xu = 1, 2, 3, . . . , m, Zzy ≤ y2

zy, max,

zy = 1, 2, 3, . . . , n e j= 1, 2, 3, . . . ,N, sendo N o número de vértices do politopo.

min
γ, S, Y

γ (6.11)

Sujeito à:




1 ∗
x(k|k) S



≥ 0, (6.12)

















S ∗ ∗ ∗
A jS+B jY S ∗ ∗

Q1/2
c S 0 γ I ∗

R1/2
c Y 0 0 γ I

















≥ 0, (6.13)

Restrições de entrada e saída




X ∗
Y S



≥ 0,





Z ∗
C
(

A jS+B jY
)

S



≥ 0 (6.14)
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Prova do Teorema 6.3.1Ver Kothare et al. (1996). �

Teorema 6.3.2 (Kothareet al. (1996)) Suponha um sistema modelado no espaço de estados,

sujeito a um conjunto de incertezas fracionárias, como expresso por(6.15).

x(k+1) = Ax(k)+Bu(k)+Pp(k)

q(k) = Ex(k)+Fu(k)

y(k) =Cx(k)

p(k) = ∆q(k)

(6.15)

O ganho de realimentação de estados K=YS−1 para lei de controle u(k+ i|k) = Kx(k+ i|k),
∀i ≥ 0, pode ser determinado se existem S= ST ≥ 0, Y ≥ 0, X ≥ 0, Z ≥ 0 e T−1 ≥ 0 tal que

o processo de otimização(6.16)−(6.16)seja factível para Xxu ≤ u2
xu, max, xu = 1, 2, 3, . . . , m,

Zzy ≤ y2
zy, max e zy = 1, 2, 3, . . . , n.

min
γ, S, Y, Λ

γ (6.16)

Sujeito à:




1 ∗
x(k|k) S



≥ 0, (6.17)























S ∗ ∗ ∗ ∗
AS+BY S−PΛPT ∗ ∗ ∗
ES+FY 0 Λ ∗ ∗

Q1/2
c S 0 0 γ I ∗

R1/2
c Y 0 0 0 γ I























≥ 0, (6.18)

Restrições de entrada e saída





X ∗
Y S



≥ 0,











ZS ∗ ∗
ES+FY T−1 ∗

C
(

A jS+B jY
)

0 I −CPT−1PTCT











≥ 0 (6.19)

Onde

Λ =

















λ1In×1 0 · · · 0

0 λ2In×2
...

...
...

...
. . . 0

0 · · · 0 λr In×r

















≥ 0, T =

















t1In×1 0 · · · 0

0 t2In×2
...

...
...

...
. . . 0

0 · · · 0 tr In×n

















≥ 0, (6.20)

Prova do Teorema 6.3.2Ver Kothare et al. (1996). �
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6.4 Realimentação de saída via IH-RMPC LMI

Wan e Kothare (2002, 2003), apresentam a síntese de um controlador preditivo robusto

por realimentação de saída. A dinâmica proposta pelos autores pode ser resumida em três etapas:

Inicialmente, determina-se o ganho de realimentação de estados, como descrito nos Teoremas

6.3.1 ou 6.3.2 dependendo do modelo de incertezas. Em seguida, projeta-se um estimador de

estados de forma independente como especificado no Teorema 6.4.1 e, por último, verifica-se a

robustez do conjuntoControlador-Observador, por intermédio da implementação dos Teoremas

6.4.2 ou 6.4.3, para o respectivo modelo de incertezas.

6.4.1 Observador de Estados

Visando a síntese do estimador de estados, considere que o respectivo sistema, alvo de

controle, seja plenamente observável cujo modelo estimadoé dado pela equação (6.21).

x̂(k+1) = A0x̂(k)+B0u(k)+L(y(k)− ŷ(k))

ŷ(k) = C0x̂(k) , x̂(0) = 0 (6.21)

Na expressão (6.21), ˆx(k) e ŷ(k) são os estados e saída do modelo estimado, as matrizes

A0, B0 e C0 correspondem ao modelo estacionário ou nominal da planta eL é o ganho do

estimador de estados determinado a partir da implementaçãodo Teorema 6.4.1.

Teorema 6.4.1 (Wan e Kothare (2002))Considere o sistema estimado(6.21) sujeito a taxa

de decaimento do erro de estimaçãoξ (0 < ξ < 1). Então é possível determinar o ganho de

estimação de estados L, sendo L= S−1Y, se existirem as matrizes S= ST ≥ 0 e Y≥ 0 tal que a

LMI (6.22)seja satisfeita.




ξ 2S SA0−YC0

∗ S



≥ 0 (6.22)

Prova do Teorema 6.4.1Ver Wan e Kothare (2002). �

6.4.2 Estabilidade RobustaControlador-Observador

Objetivando atestar a estabilidade robusta em malha fechada para o conjuntoControlador-

Observadoraplicado a um dado sistema, cujo modelo de incertezas é politópico ou fracionário

(Veja as seções 6.1 e 6.2) são formulados os Teoremas 6.4.2 e 6.4.3.
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Teorema 6.4.2 (Wan e Kothare (2002))Considere as matriz de estados que descreve a dinâ-

mica entre os sistemas real e estimado, definida por(6.23).

A =





A BK

LC0 A0+B0K−LC0



 (6.23)

O conjunto Controlador-Observador será globalmente assintoticamente estável se, existirem

os ganhos de realimentação e estimação de estados K e L, caracterizados respectivamente nos

Teoremas 6.3.1 e 6.4.1 e a matrizQ = Q
T ≥ 0 tal que a LMI(6.24)seja factível.





Q ∗
A Q Q



≥ 0 (6.24)

Prova do Teorema 6.4.2Ver Wan e Kothare (2002). �

Teorema 6.4.3 (Wan e Kothare (2002))Considere as matriz de estados, entrada e saída do

modelo que descreve a dinâmica entre os sistemas real e estimado, definida por(6.25)− (6.26).

A =





A BK

LC0 A0+B0K−LC0



 (6.25)

B =
[

P 0
]T

, C =
[

E FK
]T

(6.26)

O conjunto Controlador-Observador será globalmente assintoticamente estável se, existirem

os ganhos de realimentação e estimação de estados K e L, caracterizados respectivamente nos

Teoremas 6.3.2 e 6.4.1 e a matrizQ = Q
T ≥ 0 tal que a LMI(6.27)seja factível.











Q ∗ ∗
A Q Q−B

TΛB ∗
C Q 0 Λ











≥ 0 (6.27)

Prova do Teorema 6.4.3Ver Wan e Kothare (2002). �
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7 CONTROLE PREDITIVO BASEADO EM MODELO COMUTADO

Neste capítulo, são apresentados duas formulações do controlador preditivo robusto base-

ado em modelo para sistemas lineares sujeitos a comutação cujos modelos de incerteza foram

previamente descritos nas seções 6.1 e 6.2, respectivamente.

A primeira formulação aplica os conceitos de estabilidade de Lyapunov (veja a seção 4.5)

ao admitir a existência de múltiplas funções de Lyapunov, para osN subsistemas disponíveis

para a ação de comutação, como abordado por Benallouchet al. (2014), bem como a técnica

de relaxação proposta por Cuzzolaet al. (2002) (veja a seção 4.6). A segunda abordagem uti-

liza os conceitos de estabilidade de Lyapunov–Metzler (veja a seção 5.1) como empregado por

Esfahani e Pieper (2019) para o projeto de um controlador preditivo baseado em modelo.

Neste contexto, salienta-se que ambas as formulações do SR-MPC via LMIs podem ser

implementadas nosdesigns onlinee offlinee nas configurações de realimentação de estados e

saída, sendo esse último associado a um estimador de estados.

Objetivando a síntese do SR-MPC, para ambas as formulações, considere o índice de

desempenho quadrático a um horizonte de predição infinito, definido pela equação (7.1), como

abordado por Esfahani e Pieper (2019) e Benallouchet al. (2014).

J∞ (k) =
∞

∑
k=0

‖x(k)‖2
Rx

+‖u(k)‖2
Ru

−λ 2‖w(k)‖2
Rw

(7.1)

No índice (7.1),J∞ (k), ∀k≥ 0 representa o consumo de energia pela ação de controle, a

constante de atenuação de ruido dada porλ > 0,x(k)∈R
n são os estados do sistema,u(k)∈R

m

é o sinal de controle,w(k) ∈ R
r é uma entrada exógena ao sistema, definida em (7.2) e, por fim

as matrizes de ponderação do sistema definidas comoRx > 0, Ru > 0 eRw > 0.

W=

{

w∈ R
r

∣

∣

∣

∣

∥

∥

∥W
∥

∥

∥

L r
2

≤ wmax

}

(7.2)

7.1 SR-MPC via Função de Lyapunov Múltipla

Inicialmente, considere o sistema linear sujeito a comutação conforme (7.3).

x(k+1) = Aσ (k)x(k)+Bσ (k)u(k)+Wσ (k)w(k)

y(k) =Cσ (k)x(k)+Dσ (k)u(k)
(7.3)

Na expressão (7.3),x(k) ∈ R
n são os estados do sistema,u(k) ∈ R

m é o sinal de controle,

y(k) ∈ R
q é o sinal de saída,w(k) ∈ R

r é a pertubação exógena, definida em (7.2).
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As matrizesA, B, W, C eD correspondem respectivamente, aos estados, entrada, pertuba-

ção, saída e transição direta, sendo que todas estas variam de acordo com a regra de comutação

que a cada instante de tempo seleciona um dado modelo local doconjunto composto pelosN

subsistemas, que descrevem a dinâmica do modelo global, disponíveis para a ação de chavea-

mento, como expresso por (7.4).

σ(k) ∈ N, N= {1 ,2 ,3 , . . . , N} , ∀ k≥ 0 (7.4)

Fundamentado em Geromel e Colaneri (2006a, 2006b), é assumido o critério de estabili-

dade de via múltiplas funções de Lyapunov para sistemas chaveados, como expresso em (7.5) e

a regra de comutação dada pela equação (7.6).

V (x(k|k) ,σ (k) ) = x(k|k)T Qσ (k)x(k|k) (7.5)

σ (x(k)) = arg min
σ (k) ∈ N

x(k|k)T Qσ (k)x(k|k) (7.6)

Nas expressões (7.5) e (7.6),Qσ (k) é a matriz de estabilidade do respectivo subsistema no

instantek. Suponha, ainda, que existam restrições impostas ao sinal de controle e ao comporta-

mento dos estados, como descritas, respectivamente, em (7.7) e (7.8).

U=
{

u(k) : −uzd
lim ≤ uzd(k)≤ uzd

lim , zd = 1, 2, . . . , m
}

(7.7)

X=
{

x(k) : −xvd
lim ≤ xvd(k)≤ xvd

lim , vd = 1, 2, . . . , n
}

(7.8)

Objetivando a minimização do índice de desempenho, expresso em (7.1) e adotando as

matrizes de ponderação do sistema comoRx =CT
σ (k)Cσ (k) > 0, Ru = DT

σ (k)Dσ (k) > 0 eRw > 0

é possível formular o Teorema 7.1.1.

Teorema 7.1.1 (Proposto) Considere o sistema linear sujeito a comutação(7.3), sujeito as

restrições descritas por(7.7) − (7.8) e uma lei de controle u(k) = Kσ (k)x(k) com Kσ (k)

= Yσ (k)G
−1
σ (k). É possível determinar o ganhos de realimentação de estados, Kσ (k) ∈ {K1 ,

K2, K3, . . . , KN}, para cada subsistema disponível durante o processo de comutação, se exis-

tirem Sσ (k) = ST
σ (k) ≥ 0, Gσ (k) ≥ 0, Yσ (k) > 0, Zσ (k) > 0, Vσ (k) > 0, η > 0 e µ > 0, tal que o

processo de otimização(7.9)− (7.13)seja factível.

min
Sσ , Gσ , Yσ

η (7.9)
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Sujeito à:
















Gi +GT
i −Si ∗ ∗ ∗

AiGi +BiYi Sj ∗ ∗
CiGi +DiYi 0 η I ∗

0 ηWT
i 0 ηµRw

















≥ 0 (7.10)











1 ∗ ∗
µw2

max ηµw2
max ∗

x(k|k) 0 Si











≥ 0 (7.11)

Restrições de entrada e saída





Zi ∗
Yi Gi +GT

i −Si



≥ 0 (7.12)











V i ∗ ∗
AiGi +BiYi ω−1

max

(

Gi +GT
i −Si

)

∗
Wi 0 ω−1

maxI











≥ 0 (7.13)

Prova do Teorema 7.1.1(Proposto)

Suponha que o sistemas(7.3)possa ser rearranjado para um sistema em malha fechada

via realimentação de estados, como descrito em(7.14).

x(k+1) =
(

Aσ (k)+Bσ (k)Kσ (k)
)

x(k)+Wσ (k)w(k)

y(k) =
(

Cσ (k)+Dσ (k)Kσ (k)
)

x(k)
(7.14)

A partir de (7.14), é possível obter as matrizes de estado e saída do modelo em malha

fechada dadas, respectivamente, pelas eqs.(7.15)e (7.16).

Āσ (k) = Aσ (k)+Bσ (k)Kσ (k) (7.15)

C̄σ (k) =Cσ (k)+Dσ (k)Kσ (k) (7.16)

Para minimizar o índice de desempenho definido(7.1) é necessário aplicar os conceitos

de filtragem por norma H∞, estabilidade via múltiplas funções de Lyapunov definido em(7.5)e

usar as equações(7.15)e (7.16)para formular desigualdade matricial(7.17).
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x(k+ i|k)T
(

ĀT
σ (k)Qσ (k+1)Āσ (k)−Qσ (k)+C̄T

σ (k)C̄σ (k)

)

x(k+ i|k)+

w(k+ i|k)T
(

WT
σ (k)Qσ (k+1)Wσ (k)−λ 2Rw

)

w(k+ i|k)+

2x(k+ i|k)T
(

ĀT
σ (k)Qσ (k+1)Wσ (k)

)

w(k+ i|k)≤ 0

(7.17)

Colocando x(k+ i|k)T e w(k+ i|k)T em evidência, pela esquerda, x(k+ i|k) e w(k+ i|k),
pela direita, é possível reescrever(7.17)de forma matricial, expresso em(7.18).





ĀT
σ (k)Qσ (k+1)Āσ (k)−Qσ (k)+C̄T

σ (k)C̄σ (k) *

ĀT
σ (k)Qσ (k+1)Wσ (k) WT

σ (k)Qσ (k+1)Wσ (k)−λ 2Rw



≤ 0 (7.18)

Aplicando o complemento de Schur na expressão(7.18)e reorganizando, é possível for-

mular a desigualdade(7.19).

















Qσ (k) ∗ ∗ ∗
Āσ (k)Qσ (k+1) Qσ (k+1) ∗ ∗

C̄σ (k) 0 I ∗
0 WT

σ (k)Qσ (k+1) 0 λ 2Rw

















≥ 0 (7.19)

Por simplicidade foram adotados em(7.19)anotação i= σ(k), j = σ(k+1) e fazendo

as respectivas substituiçõesµ = λ 2, Qi = ηS−1
i e Qj = ηS−1

j . Do exposto, por inspeção, é

possível formular(7.20).

















ηS−1
i ∗ ∗ ∗

ĀiηS−1
j ηS−1

j ∗ ∗
C̄i 0 I ∗
0 WT

i ηS−1
j 0 µRw

















≥ 0 (7.20)

Aplicando o conceito de relaxação proposto por Cuzzola et al.(2002), é possível supor

a existência de uma matriz G, invertível, de ordem adequada,sendo possível pré e pós multi-

plicar esta matriz na inequação(7.20)pelo bloco diagonalB = bdiag
(

GT
i , Sj , η , η

)

, sendo,

portanto, possível reescreve-la como(7.21).
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Gi +GT
i −Si ∗ ∗ ∗

GiĀi Sj ∗ ∗
GiC̄i 0 η I ∗

0 ηWT
i 0 ηµRw

















≥ 0 (7.21)

Generalizando a desigualdade(7.21), para o modelo em malha fechada e fazendo a subs-

tituição Yi = K iGi é possível concluir a prova da LMI(7.10).

Objetivando garantir a estabilidade assintótica do sistema em malha fechada a cada

instante de amostragem, considere o problema de otimizaçãoexpresso por(7.22), sujeito à a

condição de estabilidade(7.23).

min
Qi , β 2

β 2 (7.22)

x(k|k)T Qix(k|k)+λ 2w2
max≤ β 2 (7.23)

A partir (7.23), por inspeção, é possível obter(7.25), onde Qi = ηS−1
i , η = β 2 e µ = λ 2.

1−x(k|k)T S−1
i x(k|k)−η−1µw2

max≥ 0 (7.24)

Rearranjando e aplicando o complemento de Schur na desigualdade(7.24), é possível

concluir a demonstração da prova da LMI(7.11).

Para formular as LMIs(7.12) e (7.13), devem ser garantidas que as restrições(7.7) e

(7.8) sejam atendidas. Neste caso, foram adotados os mesmos procedimentos utilizados por

Kothare et al. (1996) e Benallouch et al. (2014). Primeiramente, para agregar, restrições de

entrada no controle, considere que a norma euclidiana do sinal seja menor ou igual ao máximo

sinal permitido, conforme expresso nas equações(7.25)− (7.29).

‖uzd (k)‖2
2 ≤ uzd

lim , ∀k≥ 0, zd = 1, 2, 3, . . .m (7.25)

max
k ≥ 0

‖u(k)‖2
2 = max

k ≥ 0
‖K ix(k)‖2

2 (7.26)

= max
k ≥ 0

∥

∥YiG
−1
i x(k)

∥

∥

2
2 (7.27)

≤ max
x ∈ ε

∥

∥YiG
−1
i x
∥

∥

2
2 (7.28)

= λmax

[

(

YiG
−1
i

)T
S1/2

i S1/2
i

(

YiG
−1
i

)

]

(7.29)
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Nas expressões(7.25)− (7.29), a condição de projeto do sinal de controle é dada por

‖u(k)‖2
2 ≤

(

uzd
lim

)2
e ε é um conjunto elipsoidal definido em Kothare et al. (1996).

A partir de(7.29), por inspeção, é obtido(7.30).

(

ud
lim

)2
−YT

i

(

GT
i S−1

i Gi
)−1

Yi ≥ 0 (7.30)

Aplicando o complemento de Schur na desigualdade(7.30), a metodologia de relaxação

de Cuzzola et al. (2002) e, admitindo a existência de uma variável semidefinida positiva, ou

seja, Zi ≤
(

uzd
lim

)2
, onde zd = 1, 2, 3, . . . , m, é possível formular a LMI(7.12).

Considerando que a norma dos estados do sistema sejam menoresou iguais ao máximo

sinal permitido, os estados do sistema podem ser escritos conforme(7.31)− (7.34).

‖xvd (k+1)‖2
2 ≤ xvd

lim , ∀k≥ 0, vd = 1, 2, . . .n (7.31)

max
k ≥ 0

‖x(k+1)‖2
2 = max

k ≥ 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

[

Āi Wi

]





x(k)

w(k)





∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

2

(7.32)

= max
x, w ∈ ε

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

[

ĀiS
−1/2
i Wi

]





S1/2
i x

w





∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

2

(7.33)

=
(

1+w2
max

)

[

(

ĀiSi
)T

S−1
i

(

ĀiSi
)

+WT
i Wi

]

(7.34)

Nas equações(7.31)− (7.34), a condição de projeto do sinal de controle é dada por

‖x(k)‖2
2 ≤

(

xvd
lim

)2
e ε é um conjunto elipsoidal definido em Kothare et al. (1996).

A partir da equação(7.34), é possível obter(7.35).

(

xvd
lim

)2−
(

1+w2
max

)

[

(

ĀiSi
)T

S−1
i

(

ĀiSi
)

+WT
i Wi

]

≥ 0 (7.35)

Aplicando o processo de relaxação em(7.35), considerando que Vi ≤
(

xvd
lim

)2
onde vd =

1, 2, 3, . . . , n e, fazendoωmax = 1+w2
max para aplicar o complemento de Schur, é possível

concluir a prova da LMI(7.13)e do Teorema 7.1.1.

�

No Teorema 7.1.1,Zzd
i ≤

(

uzd
lim

)2
e Vvd

i ≤
(

xvd
lim

)2
para,zd = 1, 2, 3, . . . , m e vd =

1, 2, 3, . . . , n. No mais, o distúrbio limitado em norma é descrito porwmaxeωmax= 1+w2
max, a

constante de atenuação e o limite superior do índice de desempenho são dados, respectivamente,

por λ =
√µ e β =

√η . Vale destacar que, o processo de otimização proposto pode ser feito

em função deµ ou η sendo que para evitar problemas de bilinearidades, trata-se η ou µ como

função objetivo e a outra variável como parâmetro de projeto.
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Em relação as LMIs que compõem o processo de minimização descrito no Teorema 7.1.1,

vale enfatizar que a lei de controleu(k) = Kσ (k)x(k), sendoKσ (k) = Yσ (k)G
−1
σ (k), decorre

diretamente da LMI (7.10) e esta garante a estabilidade do sistema sujeito a comutação (7.3)

mediante a minimização do índice de desempenho (7.1). No entanto, não garante a robustez do

sistema durante à ação de controle.

Com o intuito de contornar tal problema foi adotado a metodologia de projeto proposta

por Kothareet al. (1996), segundo o qual, a existência de elipsoides invariantes limitando o

comportamento dos estados no plano composto pelos mesmos, garantem a robustez da ação de

controle para todo o processo interativo.

Variando em função da regra de comutação (7.5), as elipsoides de estabilidade, sujeitas ao

chaveamento entre osN subsistemas, disponíveis no decorrer da ação de chaveamento, podem

ser definidas pela expressão (7.36).

ε =
{

x∈ R
n
∣

∣

∣
xTG−1

σ (k)x≤ 1
}

(7.36)

O emprego deste artificio na síntese do controlador, resultana formulação da LMI (7.11),

sendo uma das maiores vantagens deste trabalho em comparação aos desenvolvidos pela maioria

das pesquisas envolvendo controle preditivo para sistemaslineares sujeitos a comutação.

Por fim, vale destacar que as LMIs (7.12) e (7.13) correspondem, respectivamente, as

restrições do sinal de controle e do comportamento dos estados (7.7) e (7.8). Associadas a

regra de comutação (7.5). O modelo proposto faz com que o sistema em malha fechada seja

globalmente assintoticamente estável.

7.1.1 Observador de Estados

Visando a síntese do observador de estados robusto via LMIs aplicado ao sistema chave-

ado (7.3), é necessário considerar o sistema estimado (7.37) e, a partir do princípio da superpo-

sição (OGATA, 2011), é proposto o Teorema 7.1.2.

x̂(k+1) = Aσ (k)x̂(k)+Bσ (k)u(k)+Wσ (k)w(k)+Lσ (k) (y(k)− ŷ(k))

ŷ(k) =Cσ (k)x̂(k)+Dσ (k)u(k) , x̂(0) = 0
(7.37)

Teorema 7.1.2 (Proposto) Considere o sistema estimado(7.37) sujeito a regra de chavea-

mento(7.6)e a taxa de decaimento do erro de estimaçãoξ (0< ξ < 1). Então, é possível deter-

minar o ganho de estimação de estados Lσ (k) ∈ {L1, L2, . . . , LN} onde Lσ (k)=G−1
σ (k)Yσ (k), se

existirem matrizes Qσ (k) =QT
σ (k) ≥ 0, Gσ (k) ≥ 0 e Yσ (k) > 0, tal que LMI(7.38)seja satisfeita.
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ξ 2(Gi +GT
i −Qi) ∗

AiGi −CiYi Qi



≥ 0 (7.38)

Prova do Teorema 7.1.2(Proposto)

A interação entre os sistemas real(7.3) e estimado(7.37), ambos sujeitos a regra de co-

mutação(7.6), permite o equacionamento do erro dinâmico(7.39), sendo minimizado à medida

em que o modelo estimado se aproxima da dinâmica temporal do modelo real.

e(k+1) = x(k+1)− x̂(k+1) (7.39)

Segundo Wan e Kothare (2002), a partir da taxa de decaimento do erro de estimaçãoξ ,

é possível definir o ganho do estimador Lσ (k) se, existe uma matriz Pσ (k) ≥ 0, tal que esta

satisfaz a seguinte desigualdade(7.40).

ξ 2e(k)T Pσ (k)e(k)≥ e(k+1)T Pσ (k)e(k+1) (7.40)

A partir de(7.39)e (7.40), por inspeção, é obtido(7.41).

ξ 2Pσ (k)− (Aσ (k)−Lσ (k)Cσ (k))
TPσ (k)(Aσ (k)−Lσ (k)Cσ (k))≥ 0 (7.41)

Adotando Qσ (k) = P−1
σ (k), Lσ (k) = Q−1

σ (k)Yσ (k) e, adotando a metodologia de relaxação

proposta por Cuzzola et al. (2002) (multiplicar(7.41) a esquerda por Gσ (k) e a direita por

GT
σ (k)), é possível reescrever(7.41)como(7.42).

ξ 2Gσ (k)Q
−1
σ (k)G

T
σ (k)− (Aσ (k)Gσ (k)−Lσ (k)Cσ (k))Q

−1
σ (k)

(Aσ (k)Gσ (k)−Lσ (k)Cσ (k))
T ≥ 0

(7.42)

Fazendo i= σ(k) e aplicando o complemento de Schur na desigualdade(7.42)é obtido

a LMI (7.38)e, portanto, conclui-se a prova do Teorema 7.1.2.

�

7.1.2 Estabilidade RobustaControlador-Observador

Seguindo a metodologia de realimentação de saída, propostapor Wan e Kothare (2002,

2003), formula-se o Teorema 7.1.3 para verificar a estabilidade de malha fechada do conjunto

Controlador-Observadoraplicado ao sistema linear sujeito a comutação (7.3).
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Teorema 7.1.3 (Proposto) Considere a matriz de estados do modelo que descreve a dinâmica

entre os sistemas real e estimado, expressa em(7.43).

Ai =





Aσ (k) Bσ (k)Kσ (k)

Lσ (k)Cσ (k)
(

Aσ (k)+Bσ (k)Kσ (k)−Lσ (k)Cσ (k)
)



 (7.43)

O conjunto Controlador-Observador, sujeito a regra de comutação (7.6), será global-

mente assintoticamente estável se existirem os ganhos de realimentação de estados Kσ (k), um

ganho de estimação de estados Lσ (k), caracterizados respectivamente nos Teoremas 7.1.1 e

7.1.2 e matrizesQσ (k) = Q
T
σ (k) ≥ 0 e G σ (k) ≥ 0 de ordem adequada, tal que a LMI(7.44)

apresente uma resposta factível.





(

G i +G
T
i −Qi

)

∗
A iG i Qi



≥ 0 (7.44)

Prova do Teorema 7.1.3(Proposto)

Considerando a interação entre o sistema(7.3), o modelo determinístico de estimação de

estados em(7.37)para formular a expressão(7.45).

x̂(k+1) =
(

Aσ (k)−Lσ (k)Cσ (k)
)

x̂(k)+
(

Bσ (k)−Lσ (k)Dσ (k)
)

u(k)+

Wσ (k)w(k)+Lσ (k)z(k)

ŷ(k) =Cσ (k)x̂(k)+Dσ (k)u(k), x̂(0) = 0

(7.45)

A partir do Teorema 7.1.1 é possível obter a lei de controle u(k) = Kσ (k)x̂(k) e fazendo

Dσ (k) ≡ 0 para reescrever(7.45)como(7.46).

x̂(k+1) =
(

Aσ (k)+Bσ (k)Fσ (k)−Lσ (k)Cσ (k)
)

x̂(k)+

Wσ (k)w(k)+Lσ (k)y(k)

ŷ(k) =Cσ (k)x̂(k) , x̂(0) = 0

(7.46)

A partir de (7.46)e do modelo real em malha fechada(7.14)é possível obter o modelo

aumentado expresso por(7.47).

X (k+1) =





Aσ(k) Bσ (k)Kσ (k)

Lσ (k)Cσ (k) Aσ (k)+Bσ (k)Kσ (k)−Lσ (k)Cσ (k)









x(k)

x̂(k)



 (7.47)
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Submetendo o sistema(7.47)ao critério de estabilidade de Lyapunov, pode-se formular

(7.48), sendo queA σ(k) e Pσ(k) correspondem, respectivamente, as matrizes de estados e

estabilidade do modelo aumentado.

Pσ (k)−A
T
σ (k)Pσ (k)A σ (k) ≥ 0 (7.48)

FazendoPσ (k)=Q
−1
σ (k), ondeQσ (k)=Q

T
σ (k)≥ 0, admitindo a existência de umaG σ (k)

invertível e semidefinida positiva e adotando a notação i= σ(k) é possível reescrever a desi-

gualdade(7.48)como(7.49).

G
T
i Q

−1
i G i − (A iG i)

T
G

−1
i (A iG i)≥ 0 (7.49)

Aplicando a metodologia de relaxação e o complemento de Schur em (7.49), é possível

obter (7.44)e, portanto, concluir a prova do Teorema 7.1.3.

�

Portanto, o conjuntoControlador-Observadorserá globalmente assintoticamente estável

se existirem ganho de realimentaçãoKσ (k) e estimador de estadosLσ (k), bem como as matrizes

Qσ (k) = Q
T
σ (k) ≥ 0 eQi ≥ 0 tal que a LMI (7.44) apresente uma respostas factível.

7.2 SR-MPC via Função de Lyapunov–Metzler

Inicialmente, considere um sistema linear sujeito a comutação conforme (7.50), onde as

incertezas do modelo são dadas na forma fracionária ou paramétricas, i. e., as pertubações são

ponderadas por meio de uma realimentação conforme pode ser verificado na Figura 6.

x(k+1) = Aσ (k)x(k)+Bσ (k)u(k)+Pσ (k)p(k)+Wσ (k)w(k)

y(k) =Cσ (k)x(k)+Dσ (k)u(k)+Gσ (k)w(k)

q(k) = Eσ (k)x(k)+Fσ (k)u(k)+Hσ (k)p(k)

p(k+1) = ∆(k)q(k)

(7.50)

No sistema (7.50),x(k) ∈ R
n são os estados do sistema,u(k) ∈ R

m é o sinal de controle,

y(k) ∈ R
z é o sinal de saída,w(k) ∈ R

r é uma entrada exógena ao sistema, definida em (7.2).

No diagrama de blocos 6, é importante destacar que, se a realimentação de incertezas for

nula, todo o conjunto de equações descrito em (7.50) recai noconjunto de equações inseridas

no bloco inferior da Figura 6, i.e., mesmo modelo abordado naseção 7.1.
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∆(k) =











∆1(k) 0 · · · 0

0 ∆2(k)
...

...
...

...
.. . 0

0 · · · 0 ∆r(k)











x(k+1) = Aσ (k)x(k)+Bσ (k)u(k)

y(k) =Cσ (k)x(k)+Dσ (k)u(k)

p=











p1

p2
...
pr











u(k)

w(k)

q=











q1

q2
...

qr











z(k)

Figura 6 – Sistema Sujeito a Comutação e Incertezas Fracionárias.

Ademais, segue-se o mesmo processo de projeto adotado na seção 7.1 para a síntese do

SR-MPC. No entanto, assumido o critério de estabilidade de Lyapunov–Metzler (veja seção

5.1) para o sistemas chaveados (7.50). Sendo, portanto, possível formular o teorema 7.2.1 ob-

jetivando a minimização do índice de desempenho (7.1) e definindo as matrizes de ponderação

do controle comoRx =CT
σ (k)Cσ (k) > 0, Ru = DT

σ (k)Dσ (k) > 0 eRw > 0.

Teorema 7.2.1 (Proposto) Considere o sistema definido em(7.50), sujeito a lei de controle

u(k) = Kσ (k)x(k) com Kσ (k) = Yσ (k)S
−1
σ (k). Então, é possível determinar o ganho de reali-

mentação de estados, Kσ (k) ∈ {K1, K2, K3, . . . , KN}, para cada subsistema disponível du-

rante o processo de comutação, se existirem Sσ (k) = ST
σ (k) ≥ 0, Tσ (k) = TT

σ (k) ≥ 0, Yσ (k) ≥ 0,

Jσ (k) ≥ 0 e0≤ η ≤ 1, tal que o processo de otimização(7.51)− (7.54)seja factível.

min
Sσ , Yσ , Λ

γ (7.51)
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Sujeito à:




























Si ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 Λ′ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 γλ 2RwI ∗ ∗ ∗

AiSi +BiYi PiΛ′ γWi V ′
i j ∗ ∗

EiSi +F iYi H iΛ′ 0 0 Λ′ ∗
CiSi +DiYi 0 γGi 0 0 γI





























≥ 0 (7.52)











1 ∗ ∗
λ 2w2

max γλ 2w2
max ∗

x(k|k) 0 Si











≥ 0 (7.53)





T i ∗
Ji Sj



≥ 0 (7.54)

Onde Vi j = Ji+JT
i −
(

ηT i +(1−η)T j
)

, para i 6= j = 1, 2, 3, . . . , N,Λ′= γΛ, V′
i j = γV i j

e Λ = diag(λ1I , λ2I , λ3I , . . . , λr I)≥ 0.

Prova do Teorema 7.2.1(Proposto)

Para minimizar o índice de desempenho(7.1) é necessário aplicar os conceitos de fil-

tragem por norma H∞, estabilidade de Lyapunov-Metzler ao considerar o modelo em malha

fechada do sistema chaveado(7.55)para formular desigualdade matricial(7.59).

x(k+1) = Āσ (k)x(k)+Pσ (k)p(k)+Wσ (k)w(k)

y(k) = C̄σ (k)x(k)+Gσ (k)w(k)

q(k) = Ēσ (k)x(k)+Hσ (k)p(k)

p(k+1) = ∆(k)q(k)

(7.55)

Sendo as matrizes de estados, saída e da realimentação de incertezas do modelo em

malha fechada dadas, respectivamente, pelas equações(7.56)− (7.58).

Āσ (k) = Aσ (k)+Bσ (k)Kσ (k) (7.56)

C̄σ (k) =Cσ (k)+Dσ (k)Kσ (k) (7.57)

Ēσ (k) = Eσ (k)+Fσ (k)Kσ (k) (7.58)
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w(k+ i|k)T
(

WT
σ (k)Qπ(k)W̄σ (k)+GT

σ (k)Gσ (k)−λ 2RwI
)

w(k+ i|k)+

x(k+ i|k)T
(

ĀT
σ (k)Qπ(k)Āσ (k)−Qσ (k)+C̄T

σ (k)C̄σ (k)

)

x(k+ i|k)+

2x(k+ i|k)T
(

WT
σ (k)Qπ(k)Āσ (k)+GT

σ (k)C̄σ (k)

)

w(k+ i|k)+

2p(k+ i|k)T
(

WT
σ (k)Qπ(k)P̄σ (k)

)

w(k+ i|k)+

2x(k+ i|k)T
(

PT
σ (k)Qπ(k)Āσ (k)

)

p(k+ i|k)+

p(k+ i|k)T
(

PT
σ (k)Qπ(k)P̄σ (k)

)

p(k+ i|k)≤ 0

(7.59)

Salienta-se que em(7.59), Qπ(k) =
(

ηQσ (k)+(1−η)Qσ (k+1)
)

em decorrência direta

da desigualdade de Lyapunov-Metzler modificada(5.11). Admitindo o modelo de incertezas

discutindo na seção 6.2 e adotando o procedimento proposto por Kothare et al. (1996) formula-

se(7.60)e a partir desta reescrever(7.59)como(7.61).

p j (k+ i|k)T p j (k+ i|k)≤
(

Eσ (k)x(k+ i|k)+Hσ (k)p j (k+ i|k)
)T (

Eσ (k)x(k+ i|k)+Hσ (k)p j (k+ i|k)
)

,

j = 1, 2, 3, . . . , r, ∀ k≥ 0

(7.60)

x(k+ i|k)T
(

ĀT
σ (k)Qπ(k)Āσ (k)−Qσ (k)+C̄T

σ (k)C̄σ (k)+ ĒT
σ (k)ΛĒσ (k)

)

x(k+ i|k)+

w(k+ i|k)T
(

WT
σ (k)Qπ(k)W̄σ (k)+GT

σ (k)Gσ (k)−λ 2RwI
)

w(k+ i|k)+

p(k+ i|k)T
(

PT
σ (k)Qπ(k)P̄σ (k)−Λ

(

I −HT
σ (k)Hσ (k)

))

p(k+ i|k)+

2x(k+ i|k)T
(

WT
σ (k)Qπ(k)Āσ (k)+GT

σ (k)C̄σ (k)

)

w(k+ i|k)+

2x(k+ i|k)T
(

PT
σ (k)Qπ(k)Āσ (k)+HT

σ (k)ΛĒσ (k)

)

p(k+ i|k)+

2p(k+ i|k)T
(

WT
σ (k)Qπ(k)P̄σ (k)

)

w(k+ i|k)≤ 0

(7.61)

Para Λ = diag(λ1I , λ2I . . . , λr I)≥ 0. Colocando x(k+ i|k)T , p(k+ i|k)T e w(k+ i|k)T

em evidência, pela esquerda, e x(k+ i|k), p(k+ i|k) e w(k+ i|k), pela direita, é possível rees-

crever(7.61)de forma matricial como expresso por(7.62).











x(k+ i|k)
p(k+ i|k)
w(k+ i|k)











T 









M11 ∗ ∗
M21 M22 ∗
M31 M32 M33





















x(k+ i|k)
p(k+ i|k)
w(k+ i|k)











≤ 0 (7.62)

Sendo os elementos de(7.62)dados por M11 = ĀT
σ (k)Qπ(k)Āσ (k) − Qσ (k) + C̄T

σ (k)C̄σ (k)

+ ĒT
σ (k) Λ Ēσ (k), M21 = PT

σ (k) Qπ(k) Āσ (k) + HT
σ (k) Λ Ēσ (k), M31 = WT

σ (k) Qπ(k) Āσ (k)
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+ GT
σ (k) C̄σ (k), M22 = PT

σ (k)Qπ(k)P̄σ (k) − Λ
(

I −HT
σ (k)Hσ (k)

)

, M32 = WT
σ (k)Qπ(k)P̄σ (k) e

M33 = WT
σ (k)Qπ(k)W̄σ (k) + GT

σ (k)Gσ (k) − λ 2RwI.

Reorganizando e aplicando o complemento de Schur em(7.62)é possível formular(7.63).





























Qσ (k) ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 Λ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 λ 2RwI ∗ ∗ ∗

Qπ(k)Āσ (k) Qπ(k)Pσ (k) Qπ(k)Wσ (k) Qπ(k) ∗ ∗

ΛĒσ (k) ΛHσ (k) 0 0 Λ ∗
C̄σ (k) 0 Gσ (k) 0 0 I





























≥ 0 (7.63)

Adotando a notação, i= σ(k) e j = σ(k+1), logo Qπ(k) = Qi j =
(

ηQi +(1−η)Q j
)

,

pré e pós multiplicando(7.63)pelo bloco diagonalB= bdiag
(

Q−1
i , Λ−1, I , Q−1

i j , Λ−1, I
)

, é

possível reescreve-la como(7.64).





























Q−1
i ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 Λ−1 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 λ 2RwI ∗ ∗ ∗

ĀiQ
−1
i PiΛ−1 Wi Q−1

i j ∗ ∗
ĒiQ

−1
i H iΛ−1 0 0 Λ−1 ∗

C̄iQ
−1
i 0 Gi 0 0 I





























≥ 0 (7.64)

Para expressando a desigualdade(7.64) em função do sistema em malha aberta, tome

Qi = γS−1
i , Yi =K iSi eΛ′ = γΛ−1. Além disso, em conformidade com Esfahani e Pieper (2019),

admita a existência de umas matrizes de ordem adequada, denominadas J e T, sendo a pri-

meira invertível e a segunda simétrica semidefinida positiva tal que, Q−1
i j = V i j = Ji + JT

i −
(

ηT i +(1−η)T j
)

para V′
i j = γV i j é possível concluir a prova da LMI(7.52).

Visando a estabilidade assintótica do sistema em malha fechada a cada instante de amos-

tragem, considere o problema de otimização(7.65), sujeito à condição de estabilidade(7.66).

min
Qi , γ

γ (7.65)

x(k|k)T Qix(k|k)+λ 2w2
max≤ γ (7.66)
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A partir (7.66), por inspeção, é possível obter(7.67), onde Qi = γS−1
i .

1−x(k|k)T S−1
i x(k|k)− γ−1λ 2w2

max≥ 0 (7.67)

Rearranjando e aplicando o complemento de Schur na desigualdade(7.67), é possível

concluir a demonstração da LMI(7.53).

Por fim, com o intuito de assegura a viabilidade de(7.52), considere o problema de otimi-

zação(7.68), sujeito à(7.69).

min
Qj , T i , Ji

γ (7.68)

JT
i Q jJi ≤ γT i (7.69)

Fazendo Qj = γS−1
j e por inspeção é possível reescrever(7.69)como(7.70).

T i −JT
i S−1

j Ji ≥ 0 (7.70)

Rearranjando e aplicando o complemento de Schur na desigualdade(7.70), é possível

concluir a demonstração da prova da LMI(7.54)e do Teorema 7.2.1.

�

No Teorema 7.2.1, o distúrbio limitado em norma é descrito por wmaxeωmax= 1+w2
max, a

constante de atenuação e o limite superior do índice de desempenho são dados, respectivamente,

porλ eγ. Vale destacar, que assim como em Benallouchet al.(2014), o processo de otimização

proposto pode ser feito em função deλ ou γ sendo que para evitar problemas de bilinearidades,

trata-seλ ou γ como função objetivo e a outra variável como parâmetro de projeto.

Em relação as LMIs que compõem o processo de minimização descrito no Teorema 7.2.1,

destaca-se que a lei de controleu(k) = Kσ (k)x(k), decorre diretamente da LMI (7.52) e esta

garante a estabilidade do sistema (7.50) mediante a minimização do índice de desempenho

(7.1) submetidos a regra de comutação (5.2) que, por sua vez depende dos estados medidos ou

estimados do sistema (7.50).

No entanto, apenas a LMI (7.52) não garante a robustez do sistema durante à ação de

controle, sendo necessário formulara a LMI (7.53), fundamentada no conceito de elipsoides de

estabilidade introduzidas na literatura por Kothareet al.(1996). Além disso, a LMI (7.54) tem a

finalidade de garantir a factibilidade da LMI (7.52), uma vezque para síntese desta foi admitido

a existência matrizes auxiliaresT eJ.
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7.2.1 Observador de Estados

Visando a síntese do controle via realimentação de saída, realiza-se o projeto do obser-

vador de estados, Para isso, considere o modelo estimado (7.71) e, a partir do princípio da

superposição é proposto o Teorema 7.2.2.

x̂(k+1) = Aσ (k)x̂(k)+Bσ (k)u(k)+Wσ (k)w(k)+Lσ (k) (y(k)− ŷ(k))

ŷ(k) = Cσ (k)x̂(k)+Dσ (k)u(k) , x̂(0) = 0 (7.71)

Teorema 7.2.2 (Proposto) Considere o sistema estimado(7.71) sujeito a regra de chavea-

mento(7.6)e a taxa de decaimento do erro de estimaçãoξ (0< ξ < 1). Então, é possível de-

terminar o ganho de estimação de estados Lσ (k) ∈ {L1, L2, . . . , LN} onde Lσ (k) = S−1
σ (k)Yσ (k),

se existirem matrizes Sσ (k) = ST
σ (k) ≥ 0 e Yσ (k) > 0, tal que LMI (7.72)seja satisfeita.





ξ 2Si ∗
AiSi −CiYi Si



≥ 0 (7.72)

Prova do Teorema 7.2.2(Proposto)

A interação entre os sistemas real(7.50) e estimado(7.71), ambos sujeitos a regra de

comutação(5.2), permite o equacionamento do erro dinâmico(7.73), que será minimizado à

medida que o modelo estimado se aproxima da dinâmica temporal do modelo real.

e(k+1) = x(k+1)− x̂(k+1) (7.73)

Segundo Wan e Kothare (2002, 2003), a partir da taxa de decaimento do erro de estima-

çãoξ , é possível definir o ganho do estimador Lσ (k) se, existe uma matriz Qσ (k) ≥ 0, tal que

esta satisfaz a seguinte desigualdade(7.74).

ξ 2e(k)T Qσ (k)e(k)≥ e(k+1)T Qσ (k)e(k+1) (7.74)

A partir de(7.73)e (7.74), por inspeção, é obtido(7.75).

ξ 2Qσ (k)− (Aσ (k)−Lσ (k)Cσ (k))
TQσ (k)(Aσ (k)−Lσ (k)Cσ (k))≥ 0 (7.75)

Fazendo Sσ (k) = Q−1
σ (k), Lσ (k) = Yσ (k)S

−1
σ (k) e i = σ(k) e aplicando o complemento de

Schur na desigualdade(7.75)é obtido(7.72)e, portanto, concluir a prova do Teorema 7.2.2.

�
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7.2.2 Estabilidade RobustaControlador-Observador

Visando atestar a estabilidade de malha fechada do conjuntoControlador-Observador

aplicado ao sistema (7.50) é formulado o Teorema 7.2.3.

Teorema 7.2.3 (Proposto) Considere as matriz de estados, entrada e saída do modelo que

descreve a dinâmica entre os sistemas real e estimado ambos sujeitos a ação de comutação,

como definidas nas expressões(7.76)− (7.78).

A σ (k) =





Aσ (k) Bσ (k)Kσ (k)

Lσ (k)Cσ (k)
(

Aσ (k)+Bσ (k)Kσ (k)−Lσ (k)Cσ (k)
)



 (7.76)

Bσ (k) =
[

Pσ (k) 0
]T

(7.77)

C σ (k) =
[

Eσ (k) Fσ (k)Kσ (k)

]T
(7.78)

O conjunto Controlador-Observador, sujeito a regra de comutação (7.6), será global-

mente assintoticamente estável se existirem os ganhos de realimentação de estados Kσ (k), um

ganho de estimação de estados Lσ (k), caracterizados respectivamente nos Teoremas 7.2.1 e

7.2.2 e matrizesQσ (k) = Q
T
σ (k) ≥ 0, tal que a LMI(7.79)apresente uma resposta factível.











Qi ∗ ∗
A iQi Qi −B

T
i ΛBi ∗

C iQi 0 Λ











≥ 0 (7.79)

Prova do Teorema 7.2.3(Proposto)

Considerando o modelo determinístico de estimação de estados é possível formular(7.80).

x̂(k+1) =
(

Aσ (k)−Lσ (k)Cσ (k)
)

x̂(k)+
(

Bσ (k)−Lσ (k)Dσ (k)
)

u(k)+

Wσ (k)w(k)+Lσ (k)y(k)

ŷ(k) =Cσ (k)x̂(k)+Dσ (k)u(k) , x̂(0) = 0

(7.80)

Adotando a lei de controle u(k) = Kσ (k)x̂(k) e Dσ (k) ≡ 0 obtêm-se a equação(7.81).

x̂(k+1) =
(

Aσ (k)+Bσ (k)Fσ (k)−Lσ (k)Cσ (k)
)

x̂(k)+

Wσ (k)w(k)+Lσ (k)z(k)

ẑ(k) =Cσ (k)x̂(k) , x̂(0) = 0

(7.81)
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A partir da interação entre o sistema estimado(7.81)e do real, ambos em malha fechada

é possível obter o modelo aumentado expresso por(7.82).

X (k+1) =





Aσ(k) Bσ (k)Kσ (k)

Lσ (k)Cσ (k) Aσ (k)+Bσ (k)Kσ (k)−Lσ (k)Cσ (k)









x(k)

x̂(k)



 (7.82)

Ao considerar o modelo de incertezas ilustrado pela Figura 6, temos que considerar

(7.83)e a matriz de estados e estabilidade do modelo aumentado(7.82)para formular(7.84).

p j (k)
T p j (k)≤ X

TET
σ (k)Eσ (k)X j = 1, 2, . . . , r, ∀ k≥ 0 (7.83)

X (k)TPX (k)−
(

A σ (k)X (k)+Bσ (k)p(k)
)T

P
(

A σ (k)X (k)+Bσ (k)p(k)
)

−
(

X (k)T
C

T
σ (k)Λ

′
X (k)C σ (k)− p(k)T Λ′p(k)

)

≥ 0
(7.84)

Rearranjando e colocandoX (k)T e p(k)T em evidencia pela direita eX (k) e p(k) pela

esquerda é possível formular(7.85).





P −A
T
σ (k)PA σ (k)−C

T
σ (k)Λ

′
C σ (k) ∗

−B
T
σ (k)PA σ (k) Λ′−B

T
σ (k)PBσ (k)



≥ 0 (7.85)

Adotando, por comodidade a notação i= σ(k) substituindoP = Q
−1 e Λ′ = Λ−1 e

aplicando o complemento de Schur na desigualdade(7.85), é possível obter a LMI(7.9) e,

portanto, concluir a prova do Teorema 7.2.3.

�

7.3 Algoritmos online eoffline

O SR-MPC caracterizado pelos teoremas propostos nas seções 7.1 e 7.2 podem ser imple-

mentados por meio de duas metodologias distintas, são elas os algoritmosonlineeoffline.

No algoritmoonline, o ganho do controlador é determinado automaticamente a cada ins-

tante de amostragem. Isso implica em um esforço computacional crescente à medida que à

complexidade dos processos, alvos de controle, aumentam Wan e Kothare (2002, 2003).

O algoritmooffline, consiste na obtenção da lei de controle por meio de interpolações

sobre uma LUT fundamentada na existência das elipsoides de estabilidades propostas inicial-

mente por Kothareet al. (1996). Além disso, permite a simplificação da lei de controle para a

qual basta inserir a LUT em um dado microcontrolador, para aplicações praticas.
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Os Algoritmos 7.3.1 e 7.3.2, respectivamente, indicam de forma didática a metodologia

de implementação das disposiçõesonlineeofflinedo SR-MPC proposto neste trabalho.

Algoritmo 7.3.1 (SR-MPC Online)

Considere uma condição inicial x(0), tal que a respectiva condição seja satisfeita:

‖x(0)‖2
G−1

σ (k)
≤ 1 ou‖x(0)‖2

S−1
σ (k)

≤ 1

Tome k:= 1, então siga os passos:

I A partir da implementação do Teorema 7.1.1 ou 7.2.1, determinar o ganho de realimenta-

ção de estados e a matriz de estabilidade que descrevem a elipsoide de estabilidade, que

circunscreve os estados do sistema no instante k.

II Enquanto k≤ kend, verificar se a respectiva condição é satisfeita:

‖x(k)‖2
G−1

σ (k)
≤ 1 ou‖x(k)‖2

S−1
σ (k)

≤ 1

i − Se não, pare o processo interativo;

ii − Se sim, faça k:= k+1 e retorne ao passo I.

Algoritmo 7.3.2 (SR-MPC Offline)

Considere uma condição inicial baseada na resposta ao impulso xset∈ X
s. Admita uma

sequencia de minimizadores por meio da implementação do Teorema 7.1.1 ou 7.2.1.

Tome k:= 1, então siga os passos:

I Avalie os minimizadores, parâmetros de implementação do respectivo Teorema, apli-

cando a restrição adicional Gk−1 > Gk ou Sk−1 > Sk (ignore para k= 1) e acumule

as matrizes de estabilidade e os ganhos em uma tabela de ganhos.

II Enquanto k≤ kend, verificar se a respectiva condição é satisfeita:

‖xk+1‖2
G−1

σ (k)
≤ 1 ou‖xk+1‖2

S−1
σ (k)

≤ 1.

i − Se não, pare o processo interativo;

ii − Se sim, faça k:= k+1 e retorne ao passo I.

III Se k> kend, aplique a lei de controle, sendo Kσ (k) =Yσ (k)G
−1
σ (k) ou Kσ (k) =Yσ (k)S

−1
σ (k)

Calculada a partir da tabela de ganhos construída nos passos anteriores.
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8 EXEMPLOS DE APLICAÇÃO E RESULTADOS

Neste capítulo, o objetivo é evidenciar a eficiência das formulações do SR-MPC LMI,

apresentadas no capítulo 7, bem como aplica-las em problemas práticos de engenharia.

Na seção 8.1, objetivando atestar a eficiência do controle proposto é realizada uma aná-

lise comparativa, baseado na resposta no tempo e em índices de desempenhos, entre as for-

mulações apresentadas e as metodologias de controle propostas por Benallouchet al. (2014) e

Esfahani e Pieper (2019), respectivamente, aplicadas a duas plantas puramente matemáticas.

Os índices de desempenho não intrusivos são um artificio matemático muito difundido na

área, para avaliar matematicamente a eficiência de uma determinada ação de controle ou pro-

cesso. Segundo Shinners (1998), Ogata (1998), Dorf e Bishop (1998a), quanto mais próximo

de zero o respectivo índice for, maior será a eficiência do controle. Este trabalho, faz uso dos

seguintes índices; Integral do Quadrado do Erro (Integral Square Error- ISE); Integral do valor

Absoluto do Erro (Integral Absolute Error- IAE); Integral do Quadrado do Erro ao longo do

Tempo (Integral of time Multiplied Square Error- ITSE); Integral do valor Absoluto do Erro ao

longo do Tempo (Integral Time-weighted Absolute Error- ITAE).

Na seção 8.2, as estrategias de controle propostas no capitulo 7 são aplicadas em dois

problemas de engenharia distintos, no amortecimento de oscilação eletromecânicas de baixa

frequência e no controle de posição do pêndulo invertido.

8.1 Simulações Numéricas

Nesta Seção, a teoria de controle desenvolvida no capitulo anterior é aplicada em duas

plantas, objetivando comparar os resultados numéricos comaqueles obtidos pelas metodologias

propostas por Benallouchet al. (2014) e Esfahani e Pieper (2019). Em ambos os exemplos, é

assumido que a dinâmica do referido sistema é descrita pela interação entre dois subsistemas

lineares e são simulados nas mesmas condições apresentadospelo respectivobenchmarking.

Para validação do controle proposto, são consideradas duassituações distintas: Na pri-

meira, os estados do sistema estão disponíveis e, portanto,o controle é realizado por meio de

uma realimentação de estados (State Feedback- SF). Na segunda, os estados do sistema não

estão disponíveis e, portanto, é necessário a implementação da realimentação de saída (Output

Feedback- OF) por intermédio do observador de estados chaveados propostos.
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8.1.1 Exemplo Numérico I

Visando demonstrar a aplicação da estrategia de controle proposta na seção 7.1, considere

o sistema (7.3), onde as matrizes de estados, entrada, pertubação, saída e transição direta a

condição inicial são dadas, respectivamente, por (8.1)− (8.4) e (8.5).

A1 =





0,28 0,06

0,10 0,14



 B1 =





0,02

0,10



 W1 =





0,020

0,030



 (8.1)

C1 = I2×2, D1 = 02×1 (8.2)

A2 =





−0,50 0,20

−1,20 0,40



 B2 =





0,80

1,20



 W2 =





0,300

0,400



 (8.3)

C2 = I2×2, D2 = 02×1 (8.4)

X(0) =
[

1,00 −1,00
]T

(8.5)

Visando realizar a análise comparativa entre as metodologias citadas, ambos os modelos

foram submetidos a mesma sequência de comutação, exposta naFigura 7, determinada de forma

randômica. Neste contexto, é importante ressaltar que, em Benallouchet al. (2014) os autores

não evidenciaram a sequência de comutação do modelo proposto.

2

σ
(k
)

Tempo (s)
0

1

5 10 15 20

Figura 7 – Sequência de Comutação Para o Exemplo I.

Assumindo a presença de um ruído do tipo gaussiano com desviopadrão de 0,2 e da

matrizRw = I1×1, o mesmo vetor de excitaçãoxset
1 , baseado na resposta ao impulso adotado por

Wan e Kothare (2002, 2003), restrições impostas ao sinal de entrada e aos estados,uzd
lim = 1,0 e

xvd
lim = 1,0. Sendo, portanto, possível construir a LUT, Tabela 1, paraσ (1) e σ (2).
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Tabela 1 – Look-up Table obtidos para o Exemplo I.

xset
1 σ(1) σ(2)

1,00 K = 1×10−6 [0,0045 0,0795] K = [0,6301 0,0001]
0,50 K = 1×10−6 [0,0009 0,0171] K = [0,6301 0,0003]
0,30 K = 1×10−6 [0,0011 0,0236] K = [0,6301 0,0002]
0,20 K = 1×10−6 [0,0150 0,3111] K = [0,6301 0,0002]
0,15 K = 1×10−6 [0,0006 0,0116] K = [0,6301 0,0005]
0,10 K = 1×10−6 [0,0109 0,2210] K = [0,6301 0,0001]
0,07 K = 1×10−6 [0,0033 0,0635] K = [0,6301 0,0002]
0,05 K = 1×10−6 [0,0142 0,2929] K = [0,6301 0,0007]
0,035 K = 1×10−6 [0,0332 0,6867] K = [0,6301 0,0005]
0,001 K = 1×10−6 [0,0386 0,7546] K = [0,6301 0,0045]

Na Figura 8, são apresentadas as elipsoides de estabilidadereferentes a interação dos

estados de cada subsistema, construídas a partir da matriz de estabilidadeG−1
i e do vetor de

excitaçãoxset
1 . Além disso, na Figura 9, ilustrada a evolução temporal das referidas elipsoides.
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−1.5 −1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

1.5
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0.5

0.0
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−1.5
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x 2

Figura 8 – Elipsoides de Estabilidade 2D para os Subsistemaσ(1) e σ(2).
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Figura 9 – Elipsoides de Estabilidade 3D para os Subsistemaσ(1) e σ(2).
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Analisando as Figuras 8 e 9, é possível observar que, em ambosos casos, as elipsoides con-

vergem para o centro e tendem a origem do plano em regime permanente. Além disso, o vetor

de excitaçãoXset
1 (curva em vermelho) permanece dentro da região delimitada pelas elipsoides

de estabilidade, fato que implica na robustez do sistema e consequentemente a convergência

ótima do algorítimo (KOTHAREet al., 1996; WAN; KOTHARE, 2002).

Na Figura 10, é ilustrado o processo de minimização da funçãoobjetivo, como discutido

anteriormente, para a solução das LMIs que descrevem o controle proposto é necessário fixarµ

ou η ao buscar o minη ou minµ, evitando, assim, problemas com bilinearidade.

η

xset
1

1.2

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0
100 10−1 10−2

Figura 10 – Minimização deη paraµ =
√

0,3.

Analisando as Figuras 8− 10 e a Tabela 1, em paralelo, é possível observar o panorama

detalhado do processo de convergência do algoritmoofflinede forma detalhada, uma vez que é

possível associar cada linha da LUT a cada elemento dexset
1 a respectiva elipsoide e constatar a

robustez do processo de acordo com os critérios descritos notrabalho de Kothareet al. (1996).

Nas Figuras 11 e 12, é possível observar, respectivamente, os estados do sistema e o

sinal de controle via realimentação de estadosonlinee offline. As curvas, em vermelho, corres-

pondem a estrategia de controle apresentada por Benallouchet al. (2014), em verde e azul são

provenientes da estrategia de controle proposta na seção 7.1, respectivamenteonlineeoffline.

Percebe-se que, em ambas as figuras, a resposta do sistema foibem próxima do apresen-

tado por Benallouchet al. (2014). No entanto, analises posteriores por meio dos índices de

desempenho mostram que a estrategia abordada neste trabalho é mais eficiente.
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Figura 11 – Comportamento dos Estados via Realimentação de Estados.
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Figura 12 – Sinal de Controle para Realimentação de Estados.

Simulando a segunda condição de implementação, ou seja, nãodisponibilidade dos esta-

dos do sistema para a realimentação de estados, por meio da implementação dos Teoremas 7.1.2

e 7.1.3 são obtidos dois conjuntos de ganhos, para o observador de estados chaveados, dados

em (8.6) e (8.7), com uma taxa de decaimento do erro de estimaçãoξ = 0,1.

Lσ (1) =
[

0,1723 0,1196
]T

(8.6)

Lσ (2) =
[

−0,0381 −0,1455
]T

(8.7)
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Nas Figuras 13 e 14, são expostos, respectivamente, os estados estimados do sistema e o

sinal de controle via realimentação de saída. Ao analisar ascurvas e comparando com a resposta

do sistema via realimentação de estados (Figuras 11 e 12), verifica-se que a resposta no tempo

do modeloControlador-Observadorapresenta menores amplitudes, tanto no comportamento

dos estados, quanto no sinal de controle. Vale salientar queo modelo estimado também foi

submetido a mesma ação de chaveamento ilustrada na Figura 7.
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Figura 13 – Comportamento dos Estados via Realimentação de Saída.
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Figura 14 – Sinal de Controle para Realimentação de Saída.

Na Tabela 2, são apresentados os índices de desempenho, obtidos a partir dos modelos im-

plementados; Em vermelho, os índices obtidos a partir do trabalho de Benallouchet al. (2014);

Em verde e azul, os índices referentes a estrategia propostapara realimentação de estadosonline

eofflinee, em preto, a estrategia proposta para realimentação de saída.
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Tabela 2 – Índices de Desempenhos do Exemplo I.

Benallouch et al. (2014) Proposto SFonline Proposto SFoffline Proposto OF

IAE 2,6427 1,8251 1,3735 6,88×10−2

ISE 1,0930 1,2143 1,0542 1,08×10−3

ITAE 1,6755 1,1579 0,5428 1,91×10−1

ITSE 0,9432 0,2292 0,0588 2,55×10−3

Analisando a referida tabela, é possível observar que os controladores SR-MPConlinee

offline, apresentaram melhores resultados quando estes são comparados com os obtidos a partir

da estrategia de controle proposta em Benallouchet al. (2014), com destaque para a estrategia

de controle envolvendo a realimentação de saída.

8.1.2 Exemplo Numérico II

Objetivando, demonstrar a aplicação da estratégia de controle proposta na seção 7.2, con-

sidere o modelo dado pelo conjunto de equações apresentado em (7.50) e ilustrado na Figura 6,

onde as matrizes do modelo são dadas em (8.8)− (8.13) para os subsistemas implementados e

a condição inicial dada por (8.14).

A1 =

















−0,050 0,000 0,10 0,00

0,000 −0,300 0,00 0,10

−0,125 0,125 0,00 0,00

0,125 −0,125 0,00 −0,15

















(8.8)

B1 =

















0,20

0,80

0,00

0,10

















W1 =

















0,05

0,03

0,02

0,03

















P1 =

















1,0

0,0

0,0

0,0

















G1 =

















0,1

0,0

0,0

0,0

















E1 =

















−0,03

0,00

0,00

0,00

















T

(8.9)

C1 = I4×4, D1 = 04×1 H1 = 04×1, F1 = 04×1 (8.10)
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A2 =

















−0,150 0,060 0,30 −0,06

0,000 −0,900 0,00 0,30

−0,375 0,375 0,00 0,00

0,375 −0,375 0,00 −0,45

















(8.11)

B2 =

















0,60

2,40

0,00

0,30

















W2 =

















0,03

0,09

0,06

0,15

















P2 =

















1,0

0,0

0,0

0,0

















G2 =

















0,1

0,0

0,0

0,0

















E2 =

















−0,09

0,00

0,00

0,00

















T

(8.12)

C2 = I4×4, D2 = 04×1 H2 = 04×1, F2 = 04×1 (8.13)

X(0) =
[

1,00 −1,00 0,00 0,00
]T

(8.14)

Para realizar uma análise comparativa entre a metodologia de Esfahani e Pieper (2019) e

a estrategia de controle proposto, foi realizada uma adaptação das plantas simuladas nobench-

marking, uma vez que os autores do referido artigo deixam de informaruma serie de parâmetros

essenciais para realização das simulações. Deste modo, ambos os modelos foram submetidos

as mesmas condições de implementação.

Assumindo um ruído gaussiano com desvio padrão de 1,2 e a matriz de ponderação da

entrada exógena dado porRw = I1×1, Λ = sin(10k) e o mesmo vetor de excitação baseado na

resposta ao impulso adotado Wan e Kothare (2002) foi possível construir a LUT (SF) paraσ (1)

e σ (2), disponível na Tabela 3 e a sequência de comutação, exposta na Figura 15.

2

σ
(k
)

Tempo (s)
0

1

5 10 15 20

Figura 15 – Sequência de Comutação Para o Exemplo II.
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Tabela 3 – Look-up Table obtidos para o Exemplo II.

xset
1 σ (1) σ (2)

1,00 K = [−0,003 0,365 −0,029 −0,094] K = [−0,004 0,359 −0,029 −0,087]
0,50 K = [−0,003 0,364 −0,029 −0,094] K = [−0,004 0,359 −0,029 −0,087]
0,30 K = [−0,003 0,365 −0,029 −0,094] K = [−0,005 0,359 −0,029 −0,087]
0,20 K = [−0,003 0,365 −0,029 −0,094] K = [−0,003 0,359 −0,029 −0,088]
0,15 K = [−0,003 0,366 −0,028 −0,094] K = [−0,003 0,360 −0,029 −0,088]
0,10 K = [−0,003 0,366 −0,028 −0,094] K = [−0,001 0,360 −0,028 −0,088]
0,07 K = [−0,004 0,366 −0,028 −0,094] K = [−0,003 0,360 −0,028 −0,088]
0,05 K = [−0,003 0,366 −0,028 −0,094] K = [−0,003 0,360 −0,028 −0,088]
0,035 K = [−0,004 0,366 −0,028 −0,094] K = [−0,003 0,360 −0,028 −0,088]
0,001 K = [−0,003 0,366 −0,028 −0,094] K = [−0,003 0,360 −0,028 −0,088]

Nas Figuras 16 e 17 são apresentadas as elipsoides de estabilidade referentes a interação

dos estados de cada subsistema, construídas a partir da matriz de estabilidadeS−1
i e o processo

de minimização da função objetivo, correspondente ao algoritmo offline.
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Figura 16 – Elipsoides de Estabilidade 2D para os Subsistemaσ(1) e σ(2).

Conforme Wan e Kothare (2002, 2003), a matriz de estabilidadecorresponde a um con-

junto elipsoidal no plano composto pela interação dos estados do sistema e tende a origem desse

plano em regime permanente a medida que o sistema atinge a estabilidade assintótica, fato esse

observado em todas as elipsoides de estabilidade ilustradana Figura 16.

Nas Figuras 18 e 19, é possível observar, respectivamente, os estados do sistema e o sinal

de controle via realimentação de estados. Em ambos os casos,as curvas em vermelho são da

estrategia de controle apresentada por Esfahani e Pieper (2019), enquanto as em verde e azul

são dos algoritmosonlineeoffline, respectivamente.
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Figura 17 – Minimização deγ paraλ = 0,1.
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Figura 18 – Comportamento dos Estados via Realimentação de Estados.

Simulando a segunda condição de implementação (OF), são obtidos os ganhos para o

observador de estados chaveados, por meio dos Teoremas 7.2.2 e 7.2.3, mostrados em (8.15) e

(8.16), sendo que neste caso foi utilizado uma taxa de decaimento do erro de estimaçãoξ = 0,1.
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Figura 19 – Sinal de Controle para Realimentação de Estados.
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Figura 20 – Comportamento dos Estados via Realimentação de Saída.

Lσ (1) =
[

−0,0500 −0,0001 −0,1249 1,1250
]T

(8.15)

Lσ (2) =
[

−1,4970 0,0139 −0,3802 0,3791
]T

(8.16)
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Nas Figuras 20 e 21, são expostos, respectivamente, os estados estimados do sistema e

o sinal de controle via realimentação de saída. Ao analisar estas, é possível inferir que, assim

como no Exemplo I, a resposta do conjunto controlador observador também apresentou menores

amplitudes, tanto no comportamento dos estados quanto no sinal de controle.
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Figura 21 – Sinal de Controle para Realimentação de Saída.

Por fim, é realizado uma análise quantitativa na forma de índices de desempenho não

intrusivos da eficiência das quatro disposições apresentadas. Os resultados dessa análise são

expostos na Tabela 4. Onde é possível observar que o controladores SR-MPC apresentam

melhores resultados quando comparado com os obtidos a partir da estrategia de controle de

Esfahani e Pieper (2019), com destaque para a estrategia de controle via realimentação de saída.

Tabela 4 – Índices de Desempenhos do Exemplo II.

Esfahani e Pieper (2019) Proposto SFonline Proposto SFoffline Proposto OF

IAE 6,0944 4,3176 2,1117 3,73×10−1

ISE 3,7945 2,5193 1,2313 3,48×10−2

ITAE 9,5308 5,3803 1,4313 4,75×10−1

ITSE 4,2816 1,9404 0,2457 3,58×10−2

8.2 Aplicações em Plantas Físicas

Nesta seção, o SR-MPC é aplicado a dois problemas distintos deengenharia. O primeiro,

é o amortecimento de oscilações eletromecânicas de baixa frequência de um sistema elétrico de

potência composto por uma máquina síncrona, e uma eventual carga conectados ao barramento

infinito (Single Machine Infinite Bus- SMIB) modelado por meio do modelo de sensibilidade

a corrente (Current Sensitivity Model- CSM) (CARVALHO et al., 2021). O segundo, é o con-

trole de posição de um pêndulo invertido, um sistema mecânico, cuja instabilidade inerente

se assemelha ao comportamento oscilatório de diversas situações e problemas práticos como a

trajetória de projéteis, braços robóticos, dentre outros,(RIBEIRO, 2007).
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8.2.1 Single Machine Infinite Bus

Sistemas elétricos de potência (Electric Power System- EPS) são estruturas complexas

envolvendo os processos de geração, transmissão e distribuição elétrica em uma dada região

(KUNDUR, 1994). A constante ampliação e interligação desses sistemas têm demandado um

aumento dos estudos científicos voltados para a estabilidade, objetivando garantir segurança,

confiabilidade e viabilidade financeira para sua implementação, visto que as interconexões e

estruturas que compõe os EPSs podem originar desequilíbrios eletromecânicos no torque dos

geradores síncronos e possibilitar um ambiente favorável ao surgimento de oscilações de baixa

frequência (Low Frequency Oscillation- LFO) (KUNDUR, 1994; FORTESet al., 2018).

Na literatura, essas oscilações são classificadas como sendo do tipo interárea, quando

ocorrem entre 0,2 Hz e 0,7 Hz ou locais, quando verificadas entre 0,8 Hz e 2,0 Hz. Fenô-

menos eletromecânicos dessa natureza provocam trocas de potência oscilatória nas linhas de

transmissão, que em eventos extremos podem causar perda de sincronismos entre geração e

carga e, portanto, ocasionar blecautes (KUNDUR, 1994; THAKALLAPELLI et al., 2013).

A atenuação, por meios naturais, desse tipo de problema ainda é um desafio recorrente

no meio acadêmico e industrial conforme pode ser verificado nos trabalhos de Deyet al.(2020),

Alshammari e Guesmi (2020), Abdollahiet al.(2020), Baek e Kim (2020) e Kamariet al.(2020).

Portanto, a operação segura e estável desses sistemas depende do amortecimento des-

sas oscilações por equipamentos adequados conforme as faixas de frequência em que ocorrem.

Normalmente, os modos locais são amortecidos utilizandoPower System Stabilizer- (PSS)

acoplado aAutomatic Voltage Regulator- (AVR) e no caso dos modos interáreas, oPower Os-

cillation damping- (POD) pode ser utilizado em conjunto com oFlexible AC Transmission

Systems- (FACTS) (FORTESet al., 2017; FORTESet al., 2018), entre outros equipamentos.

Dentre as diferentes metodologias de controle que podem seraplicadas ao ajuste dos

parâmetros de controle dos dispositivos adicionados aos EPSs, destacam-se três: algoritmos de

otimização, abordagem clássica e robusta.

Os algoritmos de otimização, usualmente, aplicados para o controle de LFOs são as meta

heurísticas inspiradas no comportamento social dos animais e insetos. Tal estratégia de con-

trole foi utilizada por Martinset al. (2017), que dentre outras heurísticas, aplica oartificial bee

colony - (ABC) para determinar os parâmetros doUnified Power Flow Controller- (UPFC)

com a finalidade de estabilizar oNew England Systeme o trabalho de Kamariet al. (2020) que

aplica as meta-heurísticasArtificial Immune System- (AIS), Evolutionary Programming- (EP)
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e oParticle Swarm Optimizer- (PSO) para otimização do coeficiente de torque sincronizante

e o amortecimento de um sistema composto por uma máquina síncrona e o barramento infinito.

Os trabalhos supracitados empregam meta-heurísticas parasintonizar controladores clássicos

como o PID e suas variações.

Dentre as abordagens clássicas, oDecentralized Modal Control- (DMCOM), o método

dos resíduos e a alocação de polos, implementadas por Chen e Hsu (1987), Yanget al.(1998) e

Firdauset al. (2020), dentre outras técnicas de controle clássico, são aplicados junto a diversos

modelos de atuadores e equipamentos empregados para o controle LFOs locais e interárea.

No contexto do controle robusto é possível citar as pesquisas de Guptaet al. (2020),

Lakshmiet al. (2020) e Carvalhoet al. (2021). No entanto, os artigos publicados atualmente,

não abordam a existência de incertezas na planta, modelagemvia subsistemas lineares e a apli-

cação de controladores discretos como o SR-MPC, dessa forma, este trabalho se planeou a

aplicar o SR-MPC LMI ao amortecimento de LFOs em EPSs via CSM.

8.2.1.1 Modelagem do SMIB-CSM

Conforme Kundur (1994), o SMIB é um sistema clássico muito difundido na literatura

para o estudo de estabilidade de EPSs. No diagrama unifilar doSMIB, Figura 22, observa-se o

esquema de distribuição composto por um gerador síncrono, uma carga e o barramento infinito,

representando o restante da rede de distribuição elétrica.

G
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′

x
′
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Vk I Z̄e
V∞
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In f inito

Il

S̄l

k

Figura 22 – Diagrama Unifilar do SMIB.

Na Figura 22,E′ eVt são respectivamente, a tensão interna e terminal do geradorsíncrono.

V∞ é a tensão no barramento infinito,IG é a corrente fornecida pelo gerador ex′d a sua reatância

transitória de eixo direto.IL é a corrente demandada pela cargaL, e I é a corrente que percorre

a linha de transmissão com impedânciaZe.
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Segundo Forteset al. (2020), o CSM é fundamentado na Lei de Kirchhoff das correntes

e sua aplicação fornece as equações algébricas do modelo. Umdado EPS modelado via CSM,

pode ser expresso pelas equações (8.17)−(8.20).
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(8.17)

∆x=
[

∆ω ∆δ ∆E′
q ∆Ef d

]T
(8.18)

∆u=
[

∆PM ∆Vre f ∆PL ∆QL

]T
(8.19)

∆z=
[

∆θt ∆Vt

]T
(8.20)

As submatrizesJ1, J2, J3 e J4i exibidas em (8.17) encontram-se detalhadas em (8.21),

(8.22) e (8.23). Sendo que o subíndicei indica que o referente termo varia com a mudança de

carga do sistema, como será discutido mais adiante no trabalho.
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J3=





0 R2G R1G 0

0 M2G M1G 0



 , J4i =
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 (8.22)

B1=

















1
M 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 Kr
Tr

0 0

















, B2=





0 0 −C3r −C4r

0 0 −C3m −C4m



 (8.23)

Na equação (8.18),∆x são as variáveis de estado do sistema, sendo que∆ω, ∆δ , ∆E
′
q e

∆Ef d representam, respectivamente, a velocidade angular e o ângulo interno do rotor, a tensão

interna de quadratura, e a tensão de campo do gerador síncrono.
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Na equação (8.19),∆u representa o vetor de entrada do sistema, onde∆PM é a potência

de entrada,∆Vre f é a tensão de referência do AVR,∆PL e ∆QL representam, respectivamente, a

potência ativa e reativa drenadas por uma eventual cargaL ligada ao barramento.

Por fim, na Equação (8.20) são representadas as variáveis algébricas do sistema. Estas

encontram-se representadas por∆θt e ∆Vt , que correspondem, respectivamente, ao ângulo e a

magnitude da tensão na barra onde a carga se encontra conectada.

Portanto, o SMIB-CSM no espaço de estados continuo é expresso por (8.24). Onde,Ai =

J1−J2J4−1
i J3 é a matriz de estados eBi = B1−J2J4−1

i B2 matriz de entradas do sistema.

∆ẋ= Ai∆x+Bi∆u (8.24)

A dedução completa do SMIB-CSM pode ser averiguada em detalhesno trabalho de

Forteset al. (2020). Nesta dissertação, a estrutura de controle utilizada nas simulações é dada

pela realimentação de estados expressa em (8.25) e ilustrada na Figura 23.

∆x(k+1) = Aσ(k)∆x(k)+BVs∆uVs(k)+Bσ(k)∆u(k) (8.25)

∆ω(k) ∆δ (k) ∆E
′
q(k) ∆E f d(k)
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q

KEf d
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Vr f

V

∑

∑
Ef dKr

Tr −z−1

+

+

++

++

−

Figura 23 – Diagrama de blocos do SS-AVR.

As matrizesAσ(k) eBσ(k) correspondem aosN subsistemas que descrevem a dinâmica da

planta,∆u(k) passa a representar uma pertubações exógenas ao sistema é a matriz de entrada

do AVR (8.26), sendoKr eTr , respectivamente, o ganho e a constante de tempo do AVR.

BVs=
[

0 0 0 Kr
Tr

]T
(8.26)
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8.2.1.2 Parâmetros do SMIB-CSM

Os parâmetros adotados para simular o controle e amortecimento de LFO’s e a variação de

carga do sistema SMIB-CSM, podem ser vistos na Tabela 5, são os mesmos dados empregados

no trabalho de Forteset al. (2020).

Tabela 5 – Parâmetros de Simulação do SMIB-CSM.

Parâmetros Valor Unidade

H 5,00 Kgm2

D 0,00 kW.s/kVA
T

′
do 6,00 s
Tr 1×10−3 s
|Vt | 1,00 p.u.
Kr 40,0 p.u.
x
′
d 0,32 p.u.

xd 1,60 p.u.
xq 1,55 p.u.
re 0,00 p.u.
xe 0,30 p.u.

Neste contexto, é importante ressaltar que nas pesquisas desenvolvidas por Forteset al.

(2020), os autores não simulam a variação de carga, restringindo-se ao caso em que a demanda

das cargas ativa e reativa do sistema são nulas. Além disso, não discretizam o modelo, pois

realizam o controle por realimentação de estados via LQR.

8.2.1.3 Projeto de controle

Inicialmente, são calculados os autovalores do sistema em malha aberta mediante varia-

ções na potência ativa (∆Pl ) e reativa (∆Ql ) em tempo contínuo e discreto.

Nas Figuras 24 e 25 são exibidos o comportamento dos polos do sistema em malha aberta,

de acordo com as variações de cargas sugeridas (em verde), quando o sistema encontra-se sem

carga (polo vermelho) e quando há apenas a demanda de potência reativa no sistema (polo azul).

Em ambos casos, as setas indicam a direção do aumento do respectivo tipo de potência.

Analisando os polos do sistema em malha aberta, verifica-se que o sistema abordado é

instável para todas as situações envolvendo variações de carga que ocorreram no intervalo de

0,0 a 1,0 p.u., uma vez que os autovalores se encontram localizados no semiplano direito do

planoSe fora do circulo de raio unitário no plano Z.
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Figura 24 – Polos de malha aberta no plano S.
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Figura 25 – Polos de malha aberta no plano Z.

Objetivando controlar o SMBI-CSM, via realimentação de estados como exposto no di-

agrama de blocos 23, foi implementado o SR-MPC, proposto na seção 7.1, por intermédio do

algoritmoonline. Para simulação, foram consideradas um conjunto de incertezas, cujo modelo

comutado resultante é definido por quatro subsistemas lineares, ou sejaσ(k) ∈ {1, 2, 3, 4}.

A faixa de incertezas simulada foi de 0,95≤ ∆Pl ≤ 1,05 p.u. e 0,95≤ ∆Ql ≤ 1,05 p.u..

Tal variação de 10% foi determinada com intuito de manter a integridade do modelo e simular

uma situação de sobrecarga, isto é, quando o sistema demandauma potência acima do previsto

em projeto (FORTESet al., 2016; FORTES, 2016).

Discretizando o SMBI-CSM por avanço de Euler com período de amostragem de 1ms. Os

subsistemas simulados são dados pelas matrizes (8.27)− (8.34).
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−∆SL(0,95 p.u., 0,95 p.u.)

A1 =

















1,00000 −0,00020 −0,00020 −0,00001

0,37700 1,00000 −0,00001 −0,00001

−0,00010 −0,00020 0,99850 0,00010

0,30570 1,39390 −10,19510 0,36720

















(8.27)

B1 =

















0.00010 −0.00001 −0.00001 0.00001

0.00001 −0.00001 −0.00001 0.00001

−0.00001 0.00250 −0.00010 0.00061

0.00001 25.27370 −0.08630 7.05330

















(8.28)

−∆SL(0,95 p.u., 1,05 p.u.)

A2 =

















1,00000 −0,00020 −0,00020 −0,00001

0,37700 1,00000 −0,00001 −0,00001

−0,00010 −0,00030 0,99440 0,00010

1,5674 7,13990 −52,36020 0,36420

















(8.29)

B2 =

















0.00010 −0.00001 −0.00001 0.00001

0.00001 −0.00001 −0.00001 0.00001

−0.00001 0.00250 −0.00010 0.00034

0.00001 126.1375 −0.43650 36.2123

















(8.30)

−∆SL(1,05 p.u., 0,95 p.u.)

A3 =

















1,00000 −0,00020 −0,00020 −0,00001

0,37700 1,00000 −0,00001 −0,00001

0,00010 0,00020 0,99450 0,00010

1,5674 5,63560 −52,28140 0,36420

















(8.31)
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B3 =

















0.00010 −0.00001 −0.00001 0.00001

0.00001 −0.00001 −0.00001 0.00001

−0.00001 0.01220 −0.00010 0.00033

0.00001 126.1379 0.08330 35.1923

















(8.32)

−∆SL(1,05 p.u., 1,05 p.u.)

A4 =

















1,00000 −0,00020 −0,00020 −0,00001

0,37700 1,00000 −0,00001 −0,00001

0,00010 0,00020 0,99430 0,00010

1,27320 5,80020 −53,77500 0,36420

















(8.33)

B4 =

















0.00010 −0.00001 −0.00001 0.00001

0.00001 −0.00001 −0.00001 0.00001

−0.00001 0.01220 −0.00010 0.00034

0.00001 126.1297 0.08450 36.1999

















(8.34)

As matrizes de ponderação e entrada exógena, saída e transição direta são dadas por:

Rw = 0,5I1×1, Wσ (k) = [1, 0, 0, 0]T , Cσ (k) = diag(1, 0, 0, 0), Dσ (k) = 0 e as restrições de

entrada e estados,uzd
lim = 0,2 p.u. exvd

lim = 0,06 rad/s, respectivamente.

Objetivando atestar a eficiência da estratégia de controle abordada, foi simuladas pertu-

bações do tipo exógena sobre∆u, no momento correspondente á 0,02 segundos, na forma de

uma elevação de 5% da potência mecânica de entrada sobre o eixo do gerador, simulando um

pequeno ajuste na geração (CARVALHOet al., 2021; FORTESet al., 2020).

As Figuras 26 e 27, apresentam respectivamente, a ação de comutação dependente dos

estados obtidas por meio da regra de comutação (7.6) e o sinalde controle proveniente da

implementação do Teorema 7.1.1. Analisando-as é possível observar como a ação de comutação

e o sinal de controle atuam em conjunto para manter o sistema estável mediante a pertubação.
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Figura 26 – Sequência de Comutação Para o SMIB-CSM.
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Figura 27 – Sinal de Controle Aplicado ao SMIB-CSM.

Na Figura 28, são exibida as variações da velocidade angulardo eixo do gerador, ao

analisa-la é possível constatar que as restrições previamente definidas não foram violadas em

momento algum do processo interativo. Vale ressaltar que, se submetido ao mesmo tipo de

pertubação em malha aberta ou realimentação unitária, o sistema simulado passa a apresentar

oscilações crescentes e torna-se instável (CARVALHOet al., 2021; FORTESet al., 2020).
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Figura 28 – Velocidade Angular do Eixo do Gerador.
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8.2.2 Pêndulo Invertido

O pêndulo invertido é um sistema físico instável e não linearcomposto por uma haste

em forma de barra cilíndrica em posição vertical, que pode semovimentar em torno de um

ponto fixo, alocado sobre um carro que se desloca em um trilho horizontal. Tal modelo é muito

difundido no meio acadêmico uma vez que, é possível aproximá-lo a diversos problemas reais,

como a posição de um foguete na fase de lançamento, por exemplo, (OGATA, 2011).

A análise do modelo matemático do pêndulo invertido pode seraplicada a fim de solu-

cionar problemas relacionados a outros sistemas físicos decomportamento similar, como: Um

helicóptero transportando uma carga suspensa por um cabo, braços robóticos, ação de caminhar

do ser humano, dentre outros (CARVALHOet al., 2020; SILVA, 2013).

Tendo em vista o fato de que a planta clássica do pêndulo invertido está vinculada ao

modelo matemático de inúmeros problemas, é de fundamental importância que sejam realizados

estudos constantes a respeito deste sistema físico. A característica dinâmica de instabilidade do

pêndulo invertido possibilita que seu controle seja feito por meio de técnicas clássicas, ótimas

e robustas (MAGDYet al., 2019; CHAWLA; SINGLA, 2019).

8.2.2.1 Modelagem do Pêndulo Invertido

Conforme Teixeiraet al. (2000) e Maet al. (1998) o modelo não linear de um pêndulo

invertido sobre um carro, Figura 29, pode ser descrito pelasequações (8.35).

ẋ1 = x2

ẋ2 = [ − f1(M+m)x2−m2l2x2
2(sen x1)cos x1

+ f0ml x4cos x1+(M+m)mgl(sen x1)

− ml(cos x1)u ]
1
∆

ẋ3 = x4 (8.35)

ẋ4 = [ f1mlx2cos x1+(J+ml2)mlx2
2(sen x1)

− f0(J+ml2)x4−m2gl2(sen x1)cos x1

+ (J+ml2)u ]
1
∆

Onde∆ =
[

(M+m)(J+ml2)−m2l2cos2 x1
]

, x1 é o angulo do pêndulo em relação ao

eixo vertical,x2 é a velocidade angular do pêndulo,x3 é o deslocamento do carro, ex4 é a

velocidade do carro (AGUIRRE, 2007; MAet al., 1998).
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Figura 29 – Pêndulo Invertido.

Neste contexto, salienta-se que a dedução completa do modelo não linear, bem como o

processo de linearização em torno de um ponto de operação podem ser conferidas em detalhes

em Teixeiraet al. (2000) e Ogata (2011), respectivamente.

8.2.2.2 Parâmetros do Pêndulo Invertido

Os parâmetros adotados para simular o pêndulo invertido sãoexpostos Tabela 6.

Tabela 6 – Parâmetros de Simulação do Pêndulo Invertido.

Parâmetros Valor Unidade

M 1,3282 Kg
m 0,22 Kg
f0 22,915 N/(m/s)
f1 0,007056 N/(rad/s)
J 0,004963 (Kgm2)
g 9,81 (m/s2)
l 0,304 m
T 0,1 s

Os parâmetros dispostos na tabela são:M a massa do carro sob o qual o pêndulo encontra-

se montado;m é a massa da haste e do pêndulo;f0 é o coeficiente de atrito do carro;f1 é o

coeficiente de atrito do pêndulo;J é o momento de inércia do pêndulo em torno do seu centro de

massa;g é a aceleração da gravidade;l é o comprimento da haste;T é o tempo de amostragem.
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8.2.2.3 Projeto de controle

Objetivando realizar o controle de posição do pêndulo invertido, via realimentação de es-

tados nas mesmas condições de projeto de Carvalhoet al.(2020), foi implementado o SR-MPC,

proposto na seção 7.2, por intermédio do algoritmooffline. Para simulação, foram considerada

a linearização em subsistemas em função do angulo do pênduloem relação ao eixo vertical,

sendo os subsistemas simulados dados respectivamente pelas equações (8.36)−(8.43).

−x1 em torno de 0rad

A1 =

















1,1418 0,1032 0,0 0,1383

2,8444 1,1111 0,0 2,2497

−0,0040 −0,0001 1,0 0,0485

−0,0643 −0,0033 0,0 0,1848

















(8.36)

B1 =

















−0,0060

−0,0982

0,0022

0,0356

















W1 =

















0,01

0,00

0,00

0,00

















P1 =

















0,01

0,00

0,00

0,00

















G1 =

















1,0

0,0

0,0

0,0

















(8.37)

E1 =
[

0,001 0,000 0,000 0,000
]

C1 = diag(0, 0, 1, 0) (8.38)

D1 = 04×1 H1 = 04×1, F1 = 04×1 (8.39)

−x1 em torno de± π/3 rad

A2 =

















1,1075 0,1022 0,0 0,0650

2,1515 1,0785 0,0 1,0668

−0,0051 −0,0002 1,0 0,0513

−0,0840 −0,0047 0,0 0,2156

















(8.40)
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−0,0466
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0,0342
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0.01

0.00

0.00

0.00
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0.01

0.00

0.00

0.00

















G2 =

















1.0

0.0

0.0

0.0

















(8.41)

E2 =
[

0.001 0.00 0.00 0.00
]

C2 = diag(0, 0, 1, 0) (8.42)

D2 = 04×1 H2 = 04×1, F2 = 04×1 (8.43)
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A condição inicial é dada porx(0) = [ 0,96 0 0 0]T , o que equivale à afirmar que no inicio

do processo de controle o pêndulo invertido encontra-se a aproximadamente 55◦ do ponto de

equilíbrio e a posição do carro, sobre o qual esta montado, é adotada como sendo 0 metros.

Considere ainda, um ruído gaussiano com desvio padrão de 1,0 e a matriz de ponderação

da entrada exógena dado porRw= I1×1, Λ= sin(10k) e o mesmo vetor de excitação adotado por

Carvalhoet al. (2020) para implementação do RMPC LPV ao problema do pêndulo invertido.

Nas Figuras 30 e 31 é possível observar a evolução do processode otimização para o

SR-MPCoffline para os dois subsistemas simulados, onde a medida que o processo entra em

regime permanente, pêndulo em equilíbrio, as elipsoides deestabilidade tendem a origem do

plano formado pela interação entres os estados.

x1

x 4

4.0

3.0

2.0

1.0

1.0

0.0

0.0

−1.0

−1.0

−2.0

−3.0

−4.0 −0.8−0.6−0.4−0.2 0.80.60.40.2
x2

x 3

1.0

0.0

0.0−1.0
−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0.8

0.6

0.4

0.2

−0.5−1.5 0.5 1.5

Figura 30 – Elipsoides de Estabilidade 2D para os Subsistemaσ(1).
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−0.4 −0.4

−0.3

−0.2

−0.2

−0.1

0.80.6

0.4

0.4

0.3

0.2

0.2

0.1

Figura 31 – Elipsoides de Estabilidade 2D para os Subsistemaσ(2).
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Na Figura 32, têm-se o comportamento dos estados do pêndulo invertido, nela percebe-se

que o sistema estabiliza por completo em torno dos 0,5 segundos. Também pode-se observar

que ambos os estados apresentam um comportamento oscilatório proveniente da pertubação

exógena, no entanto a atuação da ação de comutação, Figura 33, em conjunto com o sinal

de controle, Figura 34, obtido por meio dos ganhos de realimentação de estados previamente

armazenados na Tabela 7, foi capaz de manter o sistema estável.

Tempo (s)Tempo (s)

Tempo (s)Tempo (s)

x 1 x 2

x 3 x 4

2.0

1.0

1.0

1.0

1.0

1.0

1.0

0.0

0.0
0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0
−1.0

0.5

0.5

0.5

0.50.5

5.0

5.0

−5.0

−5.0

−10

101.5

Figura 32 – Comportamento do Pêndulo Invertido via Realimentação de Saída.

σ
(k
)

Tempo (s)
0

1

1

2

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Figura 33 – Sequência de Comutação Para o Pêndulo Invertido.
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Tabela 7 – Look-up Table obtidos para o Pêndulo Invertido.

xset
1 σ (1) σ (2)

1,00 K = [74,432 16,269 11,310 32,241] K = [34,531 12,513 −27,861 8,025]
0,50 K = [75,611 16,376 11,101 32,495] K = [32,156 11,811 −30,266 7,089]
0,30 K = [77,184 16,533 10,984 32,777] K = [30,191 11,290 −31,948 6,388]
0,20 K = [78,911 16,727 11,104 33,163] K = [27,979 10,745 −33,521 5,685]
0,15 K = [80,405 16,884 11,256 33,520] K = [26,454 10,293 −34,901 5,073]
0,10 K = [81,505 17,007 11,429 33,839] K = [25,367 9,892 −36,134 4,506]
0,07 K = [82,501 17,127 11,618 34,134] K = [24,012 9,415 −37,328 3,864]
0,05 K = [83,506 17,261 11,853 34,436] K = [22,531 8,853 −38,548 3,143]
0,035 K = [84,028 17,315 11,922 34,628] K = [21,154 8,260 −39,784 2,389]
0,001 K = [84,413 17,347 12,019 34,798] K = [19,921 7,670 −41,038 1,631]

Tempo (s)

S
in

al
de

co
nt

ro
le 100

50

−50

0.0

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Figura 34 – Sinal de Controle Aplicado ao Pêndulo Invertido.



86

9 CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTUROS

Nesta dissertação, foi proposta uma metodologia de controle preditivo robusto baseado

em modelo aplicado a sistemas lineares discretos sujeitos acomutação, para dois modelos de

incertezas, ambos submetidos a pertubação exógena limitada em norma.

Dessa forma, foram formulados teoremas referentes a síntese do controle e do respectivo

observador de estados, ambos projetados via desigualdadesmatriciais lineares. Além disso, o

controle proposto foi implementado nas disposiçõesonlineeofflineem duas plantas puramente

matemáticas e em dois problemas práticos de engenharia.

Objetivando determinar quais estrategias de controle apresentadas (realimentação de esta-

dos ou realimentação de saída) viaSwitching Robust Model Predictive Control (SR-MPC)são

mais eficientes, foram realizadas uma serie de análises comparativas entre os modelos propostos

e benchmarkings. Vale destacar que, dentre as características analisadas,são dadas ênfases nas

respostas no tempo dos sistemas sob perturbações do tipo gaussiana, índices de desempenho

não intrusivos e na analise de robustez via elipsoides de estabilidade.

Diante dos resultados obtidos, verificou-se que as estrategias de controle propostas, apre-

sentaram desempenhos melhores que a metodologia de ambos osbenchmarkingsem todos os

exemplos e casos simulados, com destaque para a topologia docontroleofflinevia realimenta-

ção de saída. Quando aplicado aos problemas físicos do SMIB-CSM e Pêndulo Invertido, as

metodologias propostas se mostraram promissoras sendo capaz de estabilizar de forma eficiente

as respectivas plantas, atendendo de modo satisfatório os critérios de projeto.

Para trabalhos futuros, há possibilidade de desenvolver pesquisas tanto no âmbito de mo-

delagem e simulação, quanto para aplicações em bancadas experimentais. No contexto teórico,

objetiva-se desenvolver estudos envolvendo modelagem do controle proposto para sistemas co-

mutados via linearização LPV. No contexto experimental, é possível aplicar a metodologia de-

senvolvida no controle de conversores eletromagnéticos depotência,BuckeBoost.
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